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線形代数学 II基本問題集

担当：新國裕昭

記号の注意

• 実数全体の集合のことを Rまたは Rと表す (通常の Rとは区別して記述すること).

• 複素数全体の集合のことを Cまたは Cと表す (通常の Cとは区別して記述すること).

• 実数全体，もしくは複素数全体の集合のどちらにおいても同じ議論ができるとき,実数全体または複素
数全体の集合のことをKまたは Kと表す (通常の Kとは区別して記述すること).

4つの記号を区別しましょう 線形代数 IIでは，n個の縦ベクトル a1, a2, · · · , an ∈ Rn があったときに,そ
れをどういう記号で囲むかによって次のように意味が変わってしまうので注意が必要です.

(1) {a1, a2, · · · , an}は集合です. a1, a2, . . . , an が要素になっている集合のことを表す際に使います.
(2) (a1 a2 · · · an)は行列を表します(注 1).
(3) |a1 a2 · · · an|は行列式を表します(注 2).
(4) ⟨a1, a2, · · · , an⟩は以下の問題 1 の (3)の意味で a1, a2, · · · , anの生成する部分空間を表します. これもベ

クトルからなる集合です. (1)の集合には a1, a2, · · · , anの n個のベクトルしか含まれていませんが, (4)の集合
には c1a1 + c2a2 + · · ·+ cnanの形をしているベクトルはすべて含まれるので無限個のベクトルが含まれていま
す. 例えば,ベクトル a1, a2, a3 に対して, ⟨a1, a2, a3⟩という集合には, 2a1 + 3a2 − a3 や 3a1 + 0a2 + 0a3 などの
ベクトルが含まれます.
※また, (1)～(4)の記号において,コンマがあるものとないものがありますので注意しましょう.

1 (基礎事項のチェック(注 3)) VをK上のベクトル空間とする. この時,以下の (1)～(3)に答えよ.
(1) Vの空でない部分集合Wが Vの部分空間であることの定義を述べよ.
(2) Vのベクトル a1, a2, . . . , an が一次独立であることの定義を述べよ.
(3) Vのベクトル a1, a2, . . . , anに対して, ⟨a1, a2, . . . , an⟩の定義を答えよ. また，ベクトルの組 {a1, a2, . . . , an}

が Vの基底であることの定義を述べよ.

解答例 (1) V の空でない部分集合W は，任意の u1,u2 ∈ W, c1, c2 ∈ Kに対して, c1u1 + c2u2 ∈ W とな
るとき，Vの部分空間であるという(注 4).

(2) V のベクトル a1, a2, . . . , an に対して，c1a1 + c2a2 + · · · + cnan = o (但し, c1, c2, . . . , cn ∈ Kとする)なら
ば，c1 = c2 = · · · = cn = 0を満たすとき，a1, a2, . . . , an は一次独立であるという.

(3) ⟨a1, a2, . . . , an⟩ = {c1a1 + c2a2 + · · · + cnan| c1, c2, . . . , cn ∈ K}である. また，{a1, a2, . . . , an}が V の基底
であるとは，次の 2条件をみたすことである.

À a1, a2, . . . , an は一次独立である.

Á Vの任意のベクトル vが v = c1a1 + c2a2 + · · · + cnan (c1, c2, . . . , cn ∈ K)の形で表せる(注 5).

(注 1)例えば, 2 の問題にあるベクトル a1, a2, a3 に対して, (a1 a2 a3)は行列

 1 1 0
1 0 1
0 1 0

のことを意味します.

(注 2)例えば, 2 の問題にあるベクトル a1, a2, a3 に対して, |a1 a2 a3|は行列式

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0
1 0 1
0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣のことを意味します.

(注 3)よく期末試験はどんな問題が出ますか，と聞かれますが，この問題のような定義の意味を確認する問題は計算問題に取り組む
以前に理解しておくことが不可欠な項目ですので，出題するかもしれません. わかっていて当たり前，というところもありますの
で出題しないかもしれません. とにかく,物事の定義は大切にしてください. 数学を計算の仕方を勉強するものである，とは考えな
いようにしましょう.
(注 4)この条件は次のように 3つに分解しても構わない:
À W , ∅ Á任意の c ∈ K, u ∈Wに対して cu ∈W Â任意の u,v ∈Wに対して u + v ∈W
(注 5)V = ⟨a1, a2, . . . , an⟩である,と書いても同じことを意味する. また，Vの任意のベクトル vが a1, a2, . . . , anの一次結合で書ける，
と言ってもよい.
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□

2 R3 のベクトル a1 =


1
1
0

, a2 =


1
0
1

, a3 =


0
1
0

は一次独立か一次従属かを，定義に従って調べよ.

解答例 c1a1+ c2a2+ c3a3 = 0とおく. この時，


c1 + c2

c1 + c3

c2

 = 0であるから，これを解いて, c1 = c2 = c3 = 0

となる. よって, a1, a2, a3 は一次独立である. □

3 A =


3 2 1 0
−1 1 1 −1
0 1 0 1

, W = {x ∈ R4| Ax = 0}とおく. この時，次の問いに答えよ.

(1) Wは R4 の部分空間であることを示しなさい.
(2) Wの基底をひと組求めよ.
解答例 (1) ゼロベクトル oは Ao = oを満たすので, o ∈Wである. よって, Wは空集合ではない(注 6).
また, x1, x2 ∈ W, c1, c2 ∈ R を任意に取る. まず, x1, x2 ∈ W より, Ax1 = o, Ax2 = o を満たす. 故に，

A(c1x1 + c2x2) = c1Ax1 + c2Ax2 = c1o + c2o = oとなり，これは c1x1 + c2x2 ∈Wであることを意味する.

(2) A →


0 5 4 −3
−1 1 1 −1
0 1 0 1

 →

−1 0 1 −2
0 1 0 1
0 0 4 −8

 →

−1 0 1 −2
0 1 0 1
0 0 1 −2

 →

−1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 −2

 より, 連立

一次方程式 Ax = o は x1 = 0, x2 + x4 = 0, x3 − 2x4 = 0 と同値である. rank A = 3 より, Ax = o の解は
4 − rank A = 1個の任意定数 cを用いて表される. x4 = cとおくと, x3 = 2c, x2 = −cを得る. ゆえに，Ax = o
の解は, 

x1

x2

x3

x4

 = c


0
−1
2
1


である. よって, W = ⟨


0
−1
2
1

⟩であり, {


0
−1
2
1

}はWの基底となる. また, dim W = 1である. □

4 R3 のベクトル a1 =


2
1
3

, a2 =


1
0
1

, a3 =


0
1
1

は一次独立か一次従属かを調べよ.

解答例 1 (注 7) A = (a1 a2 a3)とおく. このとき,

A =


2 1 0
1 0 1
3 1 1

→


1 0 1
2 1 0
3 1 1

→


1 0 1
0 1 −2
0 1 −2

→


1 0 1
0 1 −2
0 0 0

　 À

より, rank A = 2. よって, rank A , 3なので，a1, a2, a3 は一次従属である(注 8). □

(注 6)考えている集合が空集合でない，ということを確かめることも部分空間であることの条件のひとつとして必要なことです. お
忘れなく.
(注 7) 2 のように定義に従って調べてもよい. ここでは，別のやり方として，教科書の定理 3.6を用いる方法で解く.
(注 8)今の場合の 3は，考えているベクトルの個数である.



3

解答例 2 (注 9) A = (a1 a2 a3)とおく.

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 0
1 0 1
3 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 3 − 2 − 1 = 0

より, a1, a2, a3 は一次従属である(注 10). □

解答例 3 (注 11) c1a1 + c2a2 + c3a3 = oとおくと,


2c1 + c2

c1 + c3

3c1 + c2 + c3

 =


0
0
0

となる. よって, A = (a1 a2 a3)

とおいて, 連立一次方程式A


c1

c2

c3

 = oを解いて， (c1, c2, c3) , (0, 0, 0)となる解が存在するかどうかを調べ

ればよい. Àのように計算して rank A = 2となる. 故に，3 − rank A = 1個の任意定数 cを用いて解が書け

る. c3 = c とおくと, c2 = 2c, c1 = −c. よって,


c1

c2

c3

 = c


−1
2
1

 となる. 故に, (c1, c2, c3) = (0, 0, 0) 以外にも

c1a1 + c2a2 + c3a3 = oを満たす (c1, c2, c3)が存在する. よって, a1, a2, a3 は一次従属である. □

5 a1 =


1
0
1
0

, a2 =


0
1
0
1

, a3 =


1
1
0
0

, a4 =


0
1
1
1

に対し, {a1, a2, a3, a4}は R4 の基底になることを示せ.

解答例 基底の定義に立ち戻り，
À a1, a2, a3, a4 が一次独立である. Á任意の x ∈ R4 が a1, a2, a3, a4 の一次結合で表せる.

の 2点が成り立つことを示す.
まず, Àについて考える(注 12). A = (a1 a2 a3 a4)とおくと,

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 0
0 1 1 1
1 0 0 1
0 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 1 0
0 1 1 1
0 0 −1 1
0 1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 −1 1
1 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = −1 + 1 + 1 = 1 , 0

より, a1, a2, a3, a4 が一次独立である.

次に Áについて考える. 任意の x =


x1

x2

x3

x4

 ∈ R4を考える. x = c1a1 + c2a2 + c3a3 + c4a4を満たす c1, c2, c3, c4

を構成すればよい. これは, A = (a1 a2 a3 a4)を用いて，A


c1

c2

c3

c4

 = xという連立一次方程式を意味する.

(注 9)A = (a1 a2 a3)が正方行列になるときには，教科書の定理 3.5を使ってチェックすることもできる. 解答例 1の方が，Aが
正方行列にならなくても使えるので適応範囲が広い.

(注 10)教科書の定理 3.5によれば，|A| , 0であることが a1, a2, a3は一次独立であることの必要十分条件なので，|A| = 0なら，a1, a2, a3
は一次従属であるといえる.

(注 11)定義通りに解けば解答例 3のようになる. このやり方が最も素直なやり方である. 同値な条件は定理 3.5,定理 3.6のようにあ
るにはあるが，本来の定義は何かを見失うのであれば本末転倒である.

(注 12)前問の解答例 2のやり方で示す.
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この方程式の拡大係数行列 (A x)に対して，

(A x) =


1 0 1 0 x1

0 1 1 1 x2

1 0 0 1 x3

0 1 0 1 x4

→


1 0 1 0 x1

0 1 1 1 x2

0 0 −1 1 x3 − x1

0 0 −1 0 x4 − x2

→


1 0 0 0 x1 − x2 + x4

0 1 1 1 x2

0 0 0 1 x3 − x1 + x2 − x4

0 0 1 0 x2 − x4


→


1 0 0 0 x1 − x2 + x4

0 1 0 0 x1 − x2 − x3 + 2x4

0 0 1 0 x2 − x4

0 0 0 1 −x1 + x2 + x3 − x4


となる. したがって，c1 = x1 − x2 + x4, c2 = x1 − x2 − x3 + 2x4, c3 = x2 − x4, c4 = −x1 + x2 + x3 − x4 とすれば,
x = c1a1 + c2a2 + c3a3 + c4a4 が成り立つ. 故に，R4 の任意の元は a1, a2, a3, a4 の一次結合で表せる.

À, Áより, {a1, a2, a3, a4}は R4 の基底であることがわかる. □
6 R4 の部分空間

W1 =




x1

x2

x3

x4

 ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 + x3 = 0
x2 − x4 = 0

 , W2 =




x1

x2

x3

x4

 ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ x1 + x2 + x3 + x4 = 0


に対して以下の問いに答えなさい.

(1) W1, W2 のひと組の基底を求めよ．また，それぞれの次元を求めよ.
(2) W1 ∩W2 のひと組の基底を求めよ．また，dim(W1 ∩W2)を求めよ.
(3) W1 +W2 = R4 であることを示しなさい.

解答例 (1) A =
(

1 0 1 0
0 1 0 −1

)
とおくと，rank A = 2であるから，Ax = oの解は，4− rank A = 2個

の任意の定数 c1, c2 を用いて表せる. x3 = c1, x4 = c2 とおくと, x1 = −c1, x2 = c2 となるので, Ax = oの解は

x =


−c1

c2

c1

c2

 = c1


−1
0
1
0

 + c2


0
1
0
1


である. よって, W1 の基底として, {


−1
0
1
0

 ,


0
1
0
1

}であり，dim W1 = 2であることがわかる.

次にW2について考える. B = (1 1 1 1)とおくと, rank B = 1であるから, Bx = oの解は, 4−rank B = 3
個の任意の定数 c1, c2, c3 を用いて表される. x2 = c1, x3 = c2, x4 = c3 とおくと, x1 = −c1 − c2 − c3 とかけるの
で, Bx = oの解は,

x =


−c1 − c2 − c3

c1

c2

c3

 = c1


−1
1
0
0

 + c2


−1
0
1
0

 + c3


−1
0
0
1


と表される. よって, W2 の基底として, {


−1
1
0
0

 ,

−1
0
1
0

 ,

−1
0
0
1

}が得られる. 故に, dim W2 = 3であることが

わかる.
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(2)まず，

W1 ∩W2 =




x1

x2

x3

x4

 ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 + x3 = 0
x2 − x4 = 0

x1 + x2 + x3 + x4 = 0


であることに注意する. C =


1 0 1 0
0 1 0 −1
1 1 1 1

とおくと,

C→


1 0 1 0
0 1 0 −1
0 1 0 1

→


1 0 1 0
0 1 0 −1
0 0 0 2

→


1 0 1 0
0 1 0 −1
0 0 0 1


より, rank C = 3 である. よって, Cx = o の解は 4 − rank C = 1 個の任意定数 c を用いて解が表せる. C の
基本変形後の行列の係数を比較して， x1 + x3 = 0, x2 − x4 = 0, x4 = 0を得る. これからまず x2 = 0である.

x3 = cとおけば， x1 = −cとなって, Cx = oの解は


x1

x2

x3

x4

 = c


−1
0
1
0

となる. よって, {


−1
0
1
0

}がW1 ∩W2 の

ひと組の基底となり, dim(W1 ∩W2) = 1となることがわかる.

(3) (1) の結果から，a1 =


−1
0
1
0

, a2 =


0
1
0
1

, a3 =


−1
1
0
0

, a4 =


−1
0
0
1

 とおくことにしておくと，
W1 +W2 = ⟨a1, a2, a3, a4⟩であることがわかる.
以下，W1 +W2 = R4 であることを示す. W1 +W2 = ⟨a1, a2, a3, a4⟩　であるから， W1 +W2 ⊂ R4 であ
ることは明らかである. したがって，以下，逆の包含関係である W1 +W2 ⊃ R4 が成り立つことを示せば

よい(注 13). x =


x1

x2

x3

x4

 ∈ R4 を任意に取る. x が a1, a2, a3, a4 の一次結合として表せることを示せばよい(注 14).

x = c1a1 + c2a2 + c3a3 + c4a4 とおくと,
x1

x2

x3

x4

 =

−c1 − c3 − c4

c2 + c3

c1

c2 + c4

 =

−1 0 −1 −1
0 1 1 0
1 0 0 0
0 1 0 1




c1

c2

c3

c4


である. これを解くと(注 15)，c1 = x3, c2 =

x1 + x2 + x3 + x4

2
, c3 =

−x1 + x2 − x3 − x4

2
, c4 =

−x1 − x2 − x3 + x4

2
が

得られる. つまり，このような c1, c2, c3.c4 に対して，x = c1a1 + c2a2 + c3a3 + c4a4　が成り立つ．x ∈ R4 は任
意だったので,R4のどのベクトルも a1, a2, a3, a4の一次結合として表せる. よって, ⟨a1, a2, a3, a4⟩ ⊃ R4である.
以上により，⟨a1, a2, a3, a4⟩ = R4 が得られた. □

7 R4 の部分空間W = ⟨


1
−1
2
3

 ,


1
0
0
1

 ,


0
0
1
2

 ,


0
−1
1
0

⟩のひと組の基底と dim Wを求めよ.

(注 13)一般に，集合A, Bに対して，「A = Bであること」と「A ⊂ BかつA ⊃ Bであること」は必要十分条件になります. また，A ⊂ B
であることを示すには，「任意の a ∈ Aに対して a ∈ Bである」ということを示せばよいですね.

(注 14)すなわち，x = c1a1 + c2a2 + c3a3 + c4a4 を満たす c1, c2, c3, c4 が存在することを示せばよい.
(注 15)連立一次方程式なので,例えば掃き出し法などで解けばよい.



6

解答例 Wを生成している 4つのベクトルを順に a1, a2, a3, a4 とし, A = (a1 a2 a3 a4)とおく(注 16).

A =


1 1 0 0
−1 0 0 −1
2 0 1 1
3 1 2 0

→


1 1 0 0
0 1 0 −1
0 0 1 −1
0 1 2 −3

→


1 1 0 0
0 1 0 −1
0 0 1 −1
0 0 2 −2

→


1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 −1
0 0 0 0


なので，a4 = a1 − a2 − a3であり, a1, a2, a3は１次独立であることがわかる(注 17). よって, {a1, a2, a3}はWの基
底となる. また, dim W = 3である. □

8 V を K上のベクトル空間とし, V のベクトル a1, a2, a3 は一次独立であるとする. このとき,ベクトル
a1 − a2, a2 + a3 , a1 + 2a3 も一次独立となることを示しなさい.
解答例 c1(a1 − a2) + c2(a2 + a3) + c3(a1 + 2a3) = oとおく. このとき，

(c1 + c3)a1 + (−c1 + c2)a2 + (c2 + 2c3)a3 = o

である. a1, a2, a3 は一次独立であるので, c1 + c3 = 0, −c1 + c2 = 0, c2 + 2c3 = 0 である. これらを解いて,
c1 = c2 = c3 = 0が得られる. ゆえに，a1 − a2, a2 + a3 , a1 + 2a3 も一次独立であると言える. □

9 R4 の部分空間

W1 =




x1

x2

x3

x4

 ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 + x2 + x3 = 0
x1 + 2x3 − x4 = 0

 , W2 =




x1

x2

x3

x4

 ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 + x3 − x4 = 0

x2 + x4 = 0
x2 − 2x3 = 0


について以下の問いに答えなさい.

(1) W1, W2 のひと組の基底を求めよ．また，それぞれの次元を求めよ.
(2) W1 ∩W2 のひと組の基底を求めよ．また，dim(W1 ∩W2)を求めよ.
(3) W1 +W2 のひと組の基底を求めよ. また, dim(W1 +W2)を求めよ.

解答例 (1) まずW1 について考える. A :=
(

1 1 1 0
1 0 2 −1

)
→

(
1 1 1 0
0 −1 1 −1

)
より rank A = 2. よっ

て, Ax = oは 4− rank A = 2個の任意の定数 c1, c2を用いて表される. x3 = c1, x4 = c2とおくと, x1 = −2c1+ c2,
x2 = −x1 − x3 = c1 − c2 である. よって, Ax = oの解は,

x1

x2

x3

x4

 = c1


−2
1
1
0

 + c2


1
−1
0
1


である. よって, W1 の基底は {


−2
1
1
0

 ,


1
−1
0
1

}であり, dim W1 = 2となる.

(注 16)当たり前のことですが，答案を書くときは新たに出てくる文字（今の場合は a1, a2, a3, a4,そして行列 Aのこと）が何を意味
するのかは自分で定義する文章を書く事にしましょう.「～を～とおく」などの文章は面倒だから省略する,という人は非常に多い
です. 自己中心的な答案ではなく相手に分かるような文章を作ることは,今後の人生（例えば就職活動など）でも必要とされる重
要な資質の一つです. 数学を通して自己中心的な文章を書かない訓練もしていくことが大切です.

(注 17)その理由は授業中に説明しました. いま，行列 A を基本変形して, (e1 e2 e3 e1 − e2 − e3) という行列が出来上がりま
した (ここで, e1, e2, e3, e4 は R4 の標準基底を意味するものとする). 基本変形のひとつひとつの作業が基本行列を掛けている
ことだと知っていれば，A の基本変形の計算から, ある正則行列 P が存在して, PA = (e1 e2 e3 e1 − e2 − e3), すなわち,
(Pa1 Pa2 Pa3 Pa4) = (e1 e2 e3 e1 − e2 − e3)であることがわかります. したがって，Pa4 = Pa1 − Pa2 − Pa3 という関係式
が見えてきて、両辺に P−1 をかければ, a4 = a1 − a2 − a3 であることが浮かび上がります. また, a1, a2, a3 が一次独立であることを
示すには，もちろん, c1a1 + c2a2 + c3a3 = oを仮定して, c1 = c2 = c3 = 0であることを見れば良いわけです. c1a1 + c2a2 + c3a3 = o
を仮定すると，両辺に Pをかければ c1e1 + c2e2 + c3e3 = oということがわかります. よって, c1 = c2 = c3 = 0であることが得られ
るというわけです. このことをきちんと理解した上で， 7 の解答例にあるような解答が書けるようになってください.
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次に W2 について考える. B :=


1 0 1 −1
0 1 0 1
0 1 −2 0

 →


1 0 1 −1
0 1 0 1
0 0 −2 −1

 であるから, rank B = 3 である.

よって, Bx = oの解は 4 − rank B = 1個の任意定数 cを用いて表される. Bx = oは連立一次方程式としては
x1 + x3 − x4 = 0

x2 + x4 = 0

−2x3 − x4 = 0

と同値であるから, x4 = 2cとおくと, x2 = −2c, x3 = −c, x1 = 3cを得る. よって, Bx = o

の解は


x1

x2

x3

x4

 = c


3
−2
−1
2

である. 従って, W2 の基底として {


3
−2
−1
2

}が取れて, dim W2 = 1となる.

(2)まずW1 ∩W2 =




x1

x2

x3

x4

 ∈ R4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1 + x2 + x3 = 0

x1 + 2x3 − x4 = 0
x1 + x3 − x4 = 0

x2 + x4 = 0
x2 − 2x3 = 0


である. C =



1 1 1 0
1 0 2 −1
1 0 1 −1
0 1 0 1
0 1 −2 0


とおくと,

C→



1 1 1 0
0 −1 1 −1
0 −1 0 −1
0 1 0 1
0 1 −2 0


→



1 1 1 0
0 −1 1 −1
0 0 −1 0
0 0 1 0
0 0 −1 −1


→



1 1 1 0
0 −1 1 −1
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1


→



1 1 1 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0


→



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0


なので, Cx = oの解は x = oのみ. 故に, W1 ∩W2 = {o}で dim(W1 ∩W2) = 0となる.

(3) (1)の結果から, W1 +W2 = ⟨


−2
1
1
0

 ,


1
−1
0
1

 ,


3
−2
−1
2

⟩である(注 18).


−2 1 3
1 −1 −2
1 0 −1
0 1 2

→


1 −1 −2
−2 1 3
1 0 −1
0 1 2

→


1 −1 −2
0 −1 −1
0 1 1
0 1 2

→


1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0



であるから, {


−2
1
1
0

 ,


1
−1
0
1

 ,


3
−2
−1
2

}はW1 +W2 のひと組の基底となり，dim(W1 +W2) = 3となる. □

(注 18)この段階でW1 +W2 の次元は 3と言わないように注意 (結果的に答えがあっていても減点します.). この 3つのベクトルが基
底であることをきちんと確かめる議論が必要です. 今の場合は, 3つのベクトルがW1 +W2 を張るのは見て分かるので，3つのベ
クトルが一次独立であることを確かめる必要があります.
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10 U,V を K 上のベクトル空間とする. この時，写像 f : U → V が線形写像である事の定義を述べ
よ(注 19).

解答例 任意の u1,u2 ∈ U と c1, c2 ∈ K に対して, f (c1u1 + c2u2) = c1 f (u1) + c2 f (u2) が成り立つ時,
f : U→ Vが線形写像であるという(注 20). □

11 写像 f : R3 → R2 を次で定める時,写像 f は線形写像かどうか調べよ.

(1) f (


x
y
z

) =
(

x + 2y + 3z
2x − 3y + z

)
(2) f (


x
y
z

) =
(

xy + z
−y + z

)

(3) f (


x
y
z

) =
(

x2 + y2 + z2

x

)
(4) f (


x
y
z

) =
(

xyz
x + y + z

)

解答例 (1) v1 =


x1

y1

z1

 , v2 =


x2

y2

z2

とおくと,任意の実数 λ, µに対して,

f (λv1 + µv2) = f (


λx1 + µx2

λy1 + µy2

λz1 + µz2

) =
(
λx1 + µx2 + 2(λy1 + µy2) + 3(λz1 + µz2)
2(λx1 + µx2) − 3(λy1 + µy2) + λz1 + µz2

)

=

(
λx1 + 2λy1 + 3λz1

2λx1 − 3λy1 + λz1

)
+

(
µx2 + 2µy2 + 3µz2

2µx2 − 3µy2 + µz2

)
= λ

(
x1 + 2y1 + 3z1

2x1 − 3y1 + z1

)
+ µ

(
x2 + 2y2 + 3z2

2x2 − 3y2 + z2

)
= λ f (v1) + µ f (v2)

が成り立つので, f は線型写像である.

(2) v =


x
y
z

とおく. 実数 λに対して,

f (λ


x
y
z

) =
(
λ2xy + λz
−λy + λz

)
, λ f (


x
y
z

) =
(
λxy + λz
−λy + λz

)

より, λ , 0, 1に対して f (λv) , λ f (v)であるから f は線型写像ではない.

(3) v =


x
y
z

とおく. 実数 λに対して,

f (λ


x
y
z

) =
(
λ2(x2 + y2 + z2)

λx

)
, λ f (


x
y
z

) =
(
λ(x2 + y2 + z2)

λx

)

より, λ , 0, 1に対して f (λv) , λ f (v)であるから f は線型写像ではない.

(注 19)線形写像と書いても良いし，線型写像と書いても良い. 以下，特に統一せずに用語を用いることにする.
(注 20)「À任意の u1,u2 ∈ Uに対して f (u1 + u2) = f (u1) + f (u2)が成り立つ」，「Á任意の u ∈ U, c ∈ Kに対して f (cu) = c f (u)が成
り立つ」の２条件と同値である. 線形写像であることを示すのにこの両方の性質が成り立つ事を示すのでもよい. 逆に言えば，線
形写像でないことを確かめるのには À, Áのどちらか一方でも成り立たないことを示せばよいとも言える.
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(4) v =


x
y
z

とおく. 実数 λに対して,

f (λ


x
y
z

) =
(

λ3xyz
λ(x + y + z)

)
, λ f (


x
y
z

) =
(

λxyz
λ(x + y + z)

)

より, λ , 0,±1に対して f (λv) , λ f (v)であるから f は線型写像ではない. □

12 写像 f : R → R2 を f (x) =
(

ax2 + bx
c

)
で定義するとき, 写像 f が線形写像になるための条件を求

めよ.
解答例 f が線形写像であるためには, 任意の実数 λ に対して, f (λx) = λ f (x) が成り立たなければなら

ない.

f (λx) =
(

aλ2x2 + bλx
c

)
, λ f (x) =

(
aλx2 + bλx
λc

)
であるから, c = a = 0を得る. このとき,写像 f (x) =

(
bx
0

)
は線形写像であるから, a = c = 0 (bは何でもよ

い)が f が線形写像であるための条件である. □

13 写像 f : R→ R2 を f (x) =
(

sin x
cos x

)
で定義するとき,写像 f が線形写像かどうか調べよ.

解答例 実数 λに対して,

f (λx) =
(

sinλx
cosλx

)
, λ f (x) =

(
λ sin x
λ cos x

)
は一般に異なるので, f は線型写像ではない. □

14 写像 f : Rn → Rm を f (x) = oで定めるとき,写像 f は線形写像かどうか調べよ.

解答例 任意の x, y ∈ Rn, λ, µ ∈ Rに対して,

f (λx + µy) = o = λo + µo = λ f (x) + µ f (y)

であるから, f は線型写像である. □

15 区間 I = [a, b]上の実数値連続関数全体の集合を C(I;R)とする. 写像 p : C(I;R)→ Rを

p( f (x)) =
∫ b

a
f (x)dx

によって定義するとき,写像 pは線型写像かどうか調べよ.

解答例 任意の f (x), g(x) ∈ C(I;R), λ, µ ∈ Rに対して,

p(λ f (x) + µg(x)) =
∫ b

a
(λ f (x) + µg(x))dx = λ

∫ b

a
f (x)dx + µ

∫ b

a
g(x)dx = λp( f (x)) + µp(g(x))

であるから, pは線型写像である. □
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16 係数がすべて実数である m × n行列全体の集合をMm,n(R)と書く. また, n次正方行列 A = (ai j)に
対して, Aのトレースを tr A = a11 + a22 + · · · + ann で定める. 写像 f : Mn,n(R)→ Rを f (A) = tr Aで定義す
るとき,写像 f は線形写像であることを示せ.

解答例 A,B ∈Mn,n(R), λ, µ ∈ Rを任意にとる. A = (ai j), B = (bi j)とおくと,

f (λA + µB) = f ((λai j + µbi j)) = (λa11 + µb11) + (λa22 + µb22) + · · · + (λann + µbnn)

= λ(a11 + a22 + · · · + ann) + µ(b11 + b22 + · · · + bnn)

= λ f (A) + µ f (B).

であるから, f は線型写像である. □

17 U,VをK上のベクトル空間, f : U→ Vを線形写像とする.この時，次の問いに答えなさい.
(1) U, Vのゼロベクトルをそれぞれ oU, oV と書く. この時, f (oU) = oV であることを示しなさい.
(2) Ker f , Im f の定義を述べよ.
(3) Ker f が Uの部分空間であることを示しなさい.
(4) Im f が Vの部分空間であることを示しなさい.
解答例 (1) f (oU) = f (0 · oU) = 0 · f (oU) = oV である(注 21).

(2) Ker f = {u ∈ U| f (u) = oV}, Im f = { f (u) ∈ V| u ∈ U}である.
(3)(注 22) (1)より, f (oU) = oV であるので, oU ∈ Ker f である. 故に,まずは Ker f , ∅であることが言える.
次に, u1,u2 ∈ Ker f , c1, c2 ∈ Kを任意に取る. この時，Ker f の定義から, f (u1) = oV, f (u2) = oV である.

これと線形写像の定義から,

f (c1u1 + c2u2) = c1 f (u1) + c2 f (u2) = c1oV + c2oV = oV

となる. よって, c1u1 + c2u2 ∈ Ker f であることがわかる. 以上により, Ker f は Uの部分空間である.
(4) (1)より, f (oU) = oV であるので, oV ∈ Im f である. 故に, Im f , ∅である.
次に v1,v2 ∈ Im f , c1, c2 ∈ K を任意に取る. この時，Im f の定義から, v1 = f (u1), v2 = f (u2) を満たす

u1,u2 ∈ Uが存在する. よって,

c1v1 + c2v2 = c1 f (u1) + c2 f (u2) = f (c1u1 + c2u2)

であるから, c1v1 + c2v2 ∈ Im f であることがわかる. 以上により, Im f は Vの部分空間である. □

18 行列A =


1 2 1 1 3
2 1 2 2 3
3 3 3 3 6

を用いて,線形写像 f : R5 → R3 を

f (x) = Ax, x ∈ R5

によって定める. この時,以下の問いに答えなさい.
(1) Ker f のひと組の基底と次元を求めよ.
(2) Im f のひと組の基底と次元を求めよ.
解答例 (1) Ker f = {x ∈ R5| Ax = o}であるから,連立一次方程式 Ax = oを解く.

A→


1 2 1 1 3
0 −3 0 0 −3
0 −3 0 0 −3

→


1 2 1 1 3
0 1 0 0 1
0 0 0 0 0

→


1 0 1 1 1
0 1 0 0 1
0 0 0 0 0

 À

(注 21)２つ目の等式には線形写像の性質（注釈 17の Áの性質）が使われている. ３つ目の等式には,ベクトル空間の性質「任意の
v ∈ Vに対して, 0 · v = oV である」が使われている. 実際, vとして f (oU)(これは Vのベクトルである.) を代入しても成り立つ. 1
回目の講義でやってベクトル空間の定義と照らし合わせよ.

(注 22)部分空間であることの定義は 1 で確かめられる. その定義にある条件をすべて満たすことを示せば良いわけである.
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より, rank A = 2 である. よって, Ax = o の解は 5 − rank A = 3 個の任意定数 c1, c2, c3 を用いて表される.
x =t (x1 x2 x3 x4 x5)と成分表示する. x3 = c1, x4 = c2, x5 = c3 とおくと, x2 = −c3, x1 = −c1 − c2 − c3 と
なるので,

x = c1



−1
0
1
0
0


+ c2



−1
0
0
1
0


+ c3



−1
−1
0
0
1



であるから, Ker f のひと組の基底として, {



−1
0
1
0
0


,



−1
0
0
1
0


,



−1
−1
0
0
1


}が取れる. よって, dim Ker = 3である.

(2) a1 =


1
2
3

, a2 =


2
1
3

, a3 =


1
2
3

, a4 =


1
2
3

, a5 =


3
3
6

とおく(注 23)と, Im f = ⟨a1, a2, a3, a4, a5⟩であ

る. Àより, a1, a2 は一次独立で, a3 = a1, a4 = a1, a5 = a1 + a2 なので, a1, a2 は ⟨a1, a2, a3, a4, a5⟩を生成する.
よって, Im f のひと組の基底として {a1, a2}が取れる. 故に, dim Im f = 2である. □

19 線形写像 f : R4 → R2 を

f (


x1

x2

x3

x4

) =
(

x1 + 2x2 − x3

x2 + x3 + x4

)

によって定める. この時，以下の問いに答えなさい.
(1) Ker f のひと組の基底と次元を求めよ.
(2) Im f のひと組の基底と次元を求めよ.

解答例 (1) A =
(

1 2 −1 0
0 1 1 1

)
とおくと,

A→
(

1 0 −3 −2
0 1 1 1

)
À

であるから, rank A = 2. ゆえに，4 − rank A = 2 個の任意の定数 c1, c2 を用いて, Ax = o の解は表せる.

x3 = c1, x4 = c2とおくと，x1 = 3c1 + 2c2. x2 = −c1 − c2. よって, Ax = oの解は, x = c1


3
−1
1
0

+ c2


2
−1
0
1

. よっ

て, Ker f のひと組の基底として, {


3
−1
1
0

 ,


2
−1
0
1

}が取れて，dim Ker f = 2であることがわかる.

(2) 像の定義から，Im f = ⟨
(

1
0

)
,

(
2
1

)
,

(
−1
1

)
,

(
0
1

)
⟩ である. Im f を生成するベクトルを順に a1, a2,

a3, a4 とおくと, Àから a1, a2 は 1次独立で，a3, a4 は a1, a2 の 1次結合として表せることがわかる. ゆえに，

Im f のひと組の基底としては, {
(

1
0

)
,

(
2
1

)
}が取れて, dim Im f = 2であることがわかる. □

(注 23)これらは行列 Aを構成しているベクトルである.
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20 A =


1/3 −2/

√
5 a

2/3 1/
√

5 b
2/3 0 c

が直交行列になるように a, b, cを求めよ.

解答例 直交行列の定義は tAA = Eであるから，この等式を具体的に書いてみると，

E =


1 0 a

3 +
2
3b + 2

3c
0 1 − 2√

5
a + b√

5
a
3 +

2
3b + 2

3c − 2√
5
a + b√

5
a2 + b2 + c2


となる. つまり， a

3 +
2
3b + 2

3c = 0, − 2√
5
a + b√

5
= 0, a2 + b2 + c2 = 1 が成り立つ, これを解くと，a = ± 2

3
√

5
,

b = ± 4
3
√

5
, c = ∓ 5

3
√

5
(複号同順)となる. □

21 P =


sinθ cosφ cosθ cosφ − sinφ
sinθ sinφ cosθ sinφ cosφ

cosθ − sinθ 0

は直交行列であることを示しなさい.

方針 tPP = Eであることを確かめればよい (計算は読者にお任せする(注 24))． □
22 次のベクトルにグラム・シュミットの直交化法を用いて正規直交基底を作りなさい.

(1) a1 =


1
−1
0

, a2 =


1
0
1

, a3 =


0
1
0

 (2) a1 =


0
1
−1

, a2 =


1
2
1

, a3 =


1
1
1


(3) a1 =


1
2
2

, a2 =


1
0
1

, a3 =


2
1
0

 (4) a1 =


1
−1
0

, a2 =


2
−1
1

, a3 =


1
−1
2


答え (注 25)

(1) { 1√
2


1
−1
0

 , 1√
6


1
1
2

 , 1√
3


1
1
−1

} (2) { 1√
2


0
1
−1

 , 1√
22


2
3
3

 , 1√
11


3
−1
−1

}
(3) { 13


1
2
2

 , 1
3


2
−2
1

 , 1
3


2
1
−2

} (4) { 1√
2


1
−1
0

 , 1√
6


1
1
2

 , 1√
3


−1
−1
1

}
23 2次以下の実数係数多項式全体の空間 R2[x]は, 内積を ( f , g) =

∫ 1

−1
f (x)g(x)dx ( f (x), g(x) ∈ R2[x])

で定めることにより計量ベクトル空間（内積空間）となる(注 26). また, R2[x]の基底 B = {1, x, x2}を考える.
(1) f (x) = x − x2, g(x) = 16x + 8x2, h(x) = 16に対して,内積 ( f , g), (g, h), (h, f )を計算せよ.
(2) (1)で定めた f (x), g(x), h(x)に対し, B′ = { f (x), g(x), h(x)}は R2[x]の基底であることを示せ.
(3) グラム・シュミットの直交化法を用いて，基底 B′ から正規直交基底を作りなさい.
(4) グラム・シュミットの直交化法を用いて，基底 Bから正規直交基底を作りなさい.

解答例 (1) ( f , g) =
∫ 1

−1
(x − x2)(16x + 8x2)dx = 8

∫ 1

−1
(−x4 − x3 + 2x2)dx = 16

∫ 1

0
(−x4 + 2x2)dx =

112
15

.

(注 24)この Pは実は有名な直交行列の一つです.
(注 25)解き方は教科書 139ページの例 3.18を参考にしてください. 教科書と出題の形式が違うのには理由があります. 例えば，140
ページの (3)の場合ですが，Vが 3つのベクトルから生成されているのですが，グラム・シュミットの直交化法は「基底に対して
適応するものである」ため，その 3つのベクトルが Vの基底であることを確かめる必要性が出てきてしまいます.一方， 22 のよ
うな出題形式を取った場合は，「基底であることを認めた上で」グラム・シュミットの直交化法を用いなさい，ということを暗に意
味します（基底であるという事は確かめずに前提として問題を解いてよい,ということです. もちろん，問題によっては，基底で
あることをきちんと確かめてから使う必要があります.）

(注 26)ここでは問いませんが, (R2[x], (·, ·))が内積空間である事を示しなさい,という問題も線形代数の問題のひとつです.
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(g, h) =
∫ 1

−1
(16x + 8x2) · 16dx = 128

∫ 1

−1
(2x + x2)dx = 256

∫ 1

0
x2dx =

256
3
.同様にして, (h, f ) = −32

3
.

(2) { f (x), g(x), h(x)}が基底であることをチェックするために次の 2つを示す.

1⃝ f (x), g(x), h(x)は一次独立である.

2⃝ R2[x]の任意の元が f (x), g(x), h(x)の一次結合で表される.

1⃝ を示すために, 「α f (x) + βg(x) + γh(x) ≡ 0(恒等的に等しい)ならば, α = β = γ = 0」であることを示
す. α f (x) + βg(x) + γh(x) ≡ 0とすると, (−α + 8β)x2 + (α + 16β)x + 16γ ≡ 0. 係数を比較すると, −α + 8β = 0,
α + 16β = 0, 16γ = 0を得る. これらを解けば, α = β = γ = 0となる. 故に， f (x), g(x), h(x)は一次独立.

2⃝を示すために,まず, 2次以下の実数係数多項式全体の空間R2[x]の任意の要素である ax2+bx+c (a, b, cは
実数)を取る. この時, ax2+bx+c ≡ α f (x)+βg(x)+γh(x)(恒等的に等しい)を満たすα, β, γが存在することを示せ
ばよい. ax2+bx+ ≡ (−α+8β)x2+(α+16β)x+16γであるから，係数を比較して, a = −α+8β, b = α+16β, c = 16γ
となる. これらを解くと, α = −2a+b

3 , β =
a+b
24 , γ =

c
16 となるので，実際に, ax2 + bx + c ≡ α f (x) + βg(x) + γh(x)

を満たす α, β, γが見つかった. 故に, 2⃝も示された.
(3) まず, f (x)のノルム | f |は，内積を用いて次のように定義される: f (x) ∈ R2[x]に対して, | f | =

√
( f , f )

と定めましょう(注 27). 以下，グラム・シュミットの直交化法のやり方に従って計算する.

| f |2 =
∫ 1

−1
f (x)2dx =

16
15
,より, u1(x) =

f (x)
| f | =

√
15
4

(x − x2).

w2(x) = g(x) − (g(x),u1(x))u1(x) = (16x + 8x2) −
(∫ 1

−1
(16x + 8x2)

√
15
4

(x − x2)dx
) √

15
4

(x − x2) = 15x2 + 9x,

|w2|2 =
∫ 1

−1
w2(x)2dx =

1
16
より u2(x) =

w2(x)
|w2|

=
1
4

(5x2 + 3x).

同様にして, w3(x) = h(x)−(h(x),u1(x))u1(x)−(h(x),u2(x))u2(x) = − 16
3 (5x2−3), u3(x) =

w3(x)
|w3|

= −
√

2
4

(5x2−

3)となるので, B′ から得られる正規直交基底は
{ √

15
4

(x − x2),
1
4

(5x2 + 3x),−
√

2
4

(5x2 − 3)
}
である.

(4)(注 28)

 1√
2
,

√
3
2

x,
3
√

10
4

(x2 − 1
3

)

. □

24 n次正方行列 Aに対して，Aの固有値・固有ベクトルの定義を述べよ.

解答例 Ax = λx, x , oを満たすベクトル xが存在するような複素数 λのことを Aの固有値といい,ま
たこのときのベクトル xのことを固有値 λに対する固有ベクトルという. □

25 (行列の対角化：相異なる（重複度 1の）固有値のみを持つ場合) 次の行列が対角化可能かどうか判定
し，対角化可能な場合は対角化する正則行列 Pを求め,また P−1APを求めなさい.

(1) A =


2 1 −1
1 2 1
1 1 2

 (2) A =


−3 2 −6
−4 3 −6
1 −1 2

 (3) A =


0 6 −6
1 −1 2
1 −4 5


(4) A =


−9 4 −8
−2 3 −2
14 −5 12

 (5) A =


4 4 0
−2 −2 0
1 1 3



(注 27)余談ですが,関数 f (x)のノルムは | f (x)|とは書かないで, | f |と書いてきました. これは，絶対値との区別をするためです.
(注 28)やり方は (3)と同様なので計算してみてください.
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解答例 (1) まずは固有値を求める(注 29).

|λE − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ − 2 −1 1
−1 λ − 2 −1
−1 −1 λ − 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ − 2 −1 1
−1 λ − 2 −1
0 −λ + 1 λ − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ − 2 0 1
−1 λ − 3 −1
0 0 λ − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ − 1)(λ − 2)(λ − 3)

より，固有値は λ = 1, 2, 3である. Aは 3次正方行列であり，異なる 3つの固有値を持つので対角化可能で
ある.
次に，各固有値に対する固有ベクトルを求める.
À λ = 1に対する固有ベクトルを求めるために，連立一次方程式 o = (1 · E − A)xを解く.

E − A =


−1 −1 1
−1 −1 −1
−1 −1 −1

→

−1 −1 1
−1 −1 −1
0 0 0

→


1 1 −1
0 0 −2
0 0 0

→


1 1 0
0 0 1
0 0 0


より,連立一次方程式 o = (1 · E − A)xの解は, x = c


−1
1
0

である (cは任意の定数).

Á λ = 2に対する固有ベクトルを求めるために，連立一次方程式 o = (2 · E − A)xを解く.

2E − A =


0 −1 1
−1 0 −1
−1 −1 0

→

−1 0 −1
0 −1 1
−1 −1 0

→

−1 0 −1
0 −1 1
0 −1 1

→


1 0 1
0 −1 1
0 0 0


より,連立一次方程式 o = (2 · E − A)xの解は, x = c


−1
1
1

である (cは任意の定数).

Â λ = 3に対する固有ベクトルを求めるために，連立一次方程式 o = (3E − A)xを解く.

3E − A =


1 −1 1
−1 1 −1
−1 −1 1

→


1 −1 1
0 0 0
0 −2 2

→


1 −1 1
0 −1 −1
0 0 0

→


1 0 0
0 1 −1
0 0 0


より,連立一次方程式 o = (3E − A)xの解は, x = c


0
1
1

である (cは任意の定数).

À,Á,Âより, P =


−1 −1 0
1 1 1
0 1 1

とおく(注 30)と, P−1AP =


1 0 0
0 2 0
0 0 3

である(注 31). □

※　以下，(2)～(5)については答えのみを書きます. やり方は同様なので練習してみてください. まず, (2)
～(5)はどれも対角化可能になります. Pと P−1APは次のようになります.

(2) P =


1 −2 2
1 −1 2
0 1 −1

, P−1AP =


−1 0 0
0 1 0
0 0 2

 (3) P =


1 0 2
−1 1 0
−1 1 −1

, P−1AP =


0 0 0
0 1 0
0 0 3


(4) P =


2 0 1
−1 2 1
−3 1 −1

, P−1AP =


1 0 0
0 2 0
0 0 3

 (5) P =


−1 2 0
1 −1 0
0 −1 1

, P−1AP =


0 0 0
0 2 0
0 0 3


(注 29)固有値を求めるには固有方程式 |λE − A| = 0を解きます.
(注 30)Pは固有ベクトルを並べたものである.
(注 31)P−1APは対角成分に固有値を並べてできる対角行列である. 授業中に話したように，固有ベクトルの並べ方と固有値の並べ方
の順番はそろえること. そろえなければ答えは正しく作れません.
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26 (行列の対角化：重複度が 2以上の固有値がある場合(注 32)) 次の行列が対角化可能かどうか判定し，対
角化可能な場合は対角化する正則行列 Pを求め，また P−1APを求めなさい.

(1) A =


0 −2 1
−1 −1 1
−2 −4 3

 (2) A =


1 1 1
0 1 0
0 1 1

 (3) A =


1 1 1
−1 1 1
1 0 0

 (4) A =


1 0 0
−1 2 0
−2 0 2


(5) A =


1 −1 −1
−1 1 −1
−1 −1 1

 (6) A =


2 1 1
1 2 1
0 0 1

 (7) A =


1 1 3
−1 2 3
1 −1 −1

 (8) A =


1 −1 1
0 0 1
2 −2 0


解答例 (1) まず， |λE − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ 2 −1
1 λ + 1 −1
2 4 λ − 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ − 1 1 − λ 0

1 λ + 1 −1
2 4 λ − 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ − 1 0 0

1 λ + 2 −1
2 6 λ − 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(λ − 1){(λ + 2)(λ − 3) + 6} = λ(λ − 1)2 より，Aの固有値は λ = 0(重複度 1), 1(重複度 2)である.
次に各固有値に対する固有空間の次元を求める.
À λ = 1について.

E−A =


1 2 −1
1 2 −1
2 4 −2

→


1 2 −1
0 0 0
0 0 0

より, (E−A)x = oの解は, x = c1


−2
1
0

+ c2


1
0
1

 (c1, c2は任意の定

数)である. よって, dim V1 = 2となり,固有値 1の重複度と一致する.
Á λ = 0について.

−A =


0 2 −1
1 1 −1
2 4 −3

→


0 2 −1
1 1 −1
0 2 −1

→


1 1 −1
0 2 −1
0 0 0

→


1 0 −1/2
0 1 −1/2
0 0 0

より, −Ax = oの解は，x = c


1
1
2


(cは任意の定数)である(注 33). よって, dim V0 = 1より固有値 0の重複度と一致する.

À,Áより, Aは対角化可能であり, P =


1 −2 1
1 1 0
2 0 1

とおくと, P−1AP =


0 0 0
0 1 0
0 0 1

と対角化できる(注 34).

(2)まず, |λE − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ − 1 −1 −1

0 λ − 1 0
0 −1 λ − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ − 1)3 より Aの固有値は λ = 1 (3重根)である.

E − A =


0 −1 −1
0 0 0
0 −1 0

→


0 1 0
0 0 1
0 0 0

であるから,(E − A)x = oの解は 3 − rank (E − A) = 3 − 2 = 1個の

任意の定数 cを用いて, x = c


1
0
0

と表される. よって, dim V1 = 1 , 3 (つまり，固有値 1に対して，固有空

間の次元と重複度が一致しない)であるから Aは対角化不可能.

(注 32)この場合は，対角化可能な場合とそうでない場合があります. それを判定するには固有空間の次元と固有値の重複度を比較す
る必要があります.現れるすべての固有値に対して，固有空間の次元と固有値の重複度が等しければ対角化可能，そうでなければ
対角化は不可能，ということになります.

(注 33)x3 = 2cとおけば, x2 = c, x1 = cである.
(注 34)ここでも固有ベクトルの並べる順番と固有値を並べる順番はそろえること!
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(3) |λE − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ − 1 −1 −1

1 λ − 1 −1
−1 0 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ − 2 −λ 0

1 λ − 1 −1
−1 0 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ(λ − 1)(λ − 2) − λ + λ2

= λ{(λ − 1)(λ − 2) − 1 + λ} = λ(λ − 1)2 であるから, Aの固有値は, λ = 0(重複度 1), 1(重複度 2)である.
À λ = 1について.

E − A =


0 −1 −1
1 0 −1
−1 0 1

 →


0 −1 −1
1 0 −1
0 0 0

 →


1 0 −1
0 1 1
0 0 0

であるから, x = c


1
−1
1

 (cは任意の定数)で

ある.よって, dim V1 = 1 , 2である(注 35).
従って，Aは対角化不可能である(注 36).
※　 (4)～(8)については，基本的には (1)と (3)のどちらかとやり方は同じです. というわけで答えだけ書

きますので練習をしてみてください.

(4) P =


0 0 1
1 0 1
0 1 2

とおくと P−1AP =


2 0 0
0 2 0
0 0 1

と対角化可能
(5) P =


1 −1 0
1 1 −1
1 0 1

とおくと P−1AP =


−1 0 0
0 2 0
0 0 2

と対角化可能
(6) P =


−1 −1 1
0 1 1
1 0 0

とおくと P−1AP =


1 0 0
0 1 0
0 0 3

と対角化可能
(7), (8)はともに対角化不可能 □
27 3次正方行列 Aが対角化が可能であり，重複度 3の固有値を持つとき，

A = cE (cは定数，Eは 3次の単位行列)

の形に限ることを証明せよ(注 37).
解答例 Aの固有値をλ1(重複度3)とおく. Aは対角化可能であるから,ある正則行列Pが存在して, P−1AP =
λ1 0 0
0 λ1 0
0 0 λ1

 = λ1Eと対角化ができる. この式に左から P,右から P−1 を掛けると，A = Pλ1EP−1 = λ1Eと

なる. c = λ1 とすれば, A = cEとなることがわかる. □

(注 35)この時点でもう固有値の重複度と固有空間の次元が違うものが見つかったので,もうひとつの固有値 λ = 0については調べる
必要はありません.

(注 36)残念ながら教科書には書いていないのですが (授業中も触れる時間はありませんでしたが)，重複度 1の固有値に対しては，固
有空間の次元はいつでも 1になることが知られています. ということは，対角化ができるかできないかという問題は，本質的には
重複度が 2以上の固有値に対して，固有空間の次元と重複度が一致するかどうかを調べさえすればよいという事になります. (3)の
問題では重複度 2の固有値から先に調べていますが，それは重複度 1の方についてはどうせ固有空間の次元と重複度が一致する
んだから対角化可能かどうかという問題を考えるときには調べる必要がない，と思っているからです.もちろん，対角化するため
の正則行列 Pを求めるためには重複度 1の固有値についても固有空間の基底を探す必要がありますが.

(注 37)3次正方行列が重複度 3の固有値を持てば，単位行列の定数倍になっているもの以外には対角化できるものはありません，と
いうことなのですが，このことからも 26 (2)は，重複度 3の固有値を持つけれど単位行列の定数倍になってないから対角化はで
きません，というように答えることもできます. この理由から，重複度 3の固有値を持つような 3次正方行列を対角化する問題は
出てこないわけです（単位行列の定数倍以外にそういうものはなく,それはすでに対角化されているわけですから）.
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28 (実対称行列の対角化(注 38))次の実対称行列を対角化する直交行列 Pおよび tPAPを求めよ.

(1) A =


1 2 1
2 1 1
1 1 2

 (2) A =


2 −1 1
−1 2 −1
1 −1 2

 (3) A =


1 −1 1
−1 1 −1
1 −1 1

 (4) A =


2 1 1
1 2 1
1 1 2


(5) A =


−2 0 2
0 2 0
2 0 −2

 (6) A =


1 1 1
1 1 1
1 1 1

 (7) A =


1 1 2
1 2 1
2 1 1

 (8) A =


2 2 4
2 5 8
4 8 17


解答例 (1) |λE − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ − 1 −2 −1
−2 λ − 1 −1
−1 −1 λ − 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ + 1 −λ − 1 0
−2 λ − 1 −1
−1 −1 λ − 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ + 1 0 0
−2 λ − 3 −1
−1 −2 λ − 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(λ+ 1)(λ− 5λ+ 4) = (λ+ 1)(λ− 1)(λ− 4)より Aの固有値は λ = −1, 1, 4である. 次に各固有値に対する固有
空間の基底をなす固有ベクトル求める.

À λ = −1について.

−E − A =


−2 −2 −1
−2 −2 −1
−1 −1 −3

 →


0 0 0
0 0 5
−1 −1 −3

 →


1 1 0
0 0 1
0 0 0

より, (−E − A)x = oの解は x = c


1
−1
0

 (c

は任意の定数). これにグラム・シュミットの直交化法を施すと, 1√
2


1
−1
0

となる.

Á λ = 1について. (E − A)x = oを解くと, x = c


−1
−1
2

. これにグラム・シュミットの直交化法を施すと，

1√
6


−1
−1
2

を得る.

Â λ = 4 について. (4E − A)x = o を解くと, x = c


1
1
1

. これにグラム・シュミットの直交化法を施すと,

1√
3


1
1
1

を得る. よって, P =


1√
2
− 1√

6
1√
3

− 1√
2
− 1√

6
1√
3

0 2√
6

1√
3

とおくと, tPAP =


−1 0 0
0 1 0
0 0 4

となる.

(2)(注 39) |λE−A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ − 2 1 −1

1 λ − 2 1
−1 1 λ − 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ − 2 1 −1

1 λ − 2 1
0 λ − 1 λ − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ − 2 2 −1

1 λ − 3 1
0 0 λ − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (λ−1)2(λ−

4)より, Aの固有値は λ = 1(重複度 2), 4(重複度 1)である.
À λ = 4について

(注 38)まず大前提として，
À実対称行列は必ず対角化可能である

ということを知っている必要があります. なので，実対称行列に対しては，「対角化可能かどうかを判定せよ」という問題はあまり
出ません ( 26 (5)ではこっそり出していますが).そして，

Á実対称行列は直交行列 Pを使って, tPAPが対角行列になるようにできる
ということを知っている必要があります. (別に直交行列を使わずにいままで通り P−1APが対角行列になるようにできるのですが，
直交行列だと tP = P−1 が成り立つので逆行列が簡単に求められるので，この問題のように直交行列を使って対角化せよ，と問題
を指定してくることが多々あります. その場合，Pは正則行列であるだけではダメです. 直交行列になっている (つまり P−1 =t P
を満たしている)必要があります.)

(注 39)この問題の場合は，重複度が 2の固有値が出現するので (1)とは若干やり方に違いがあります（本質的には，固有空間ごとに
グラム・シュミットの直交化法を使う，という意味で同じなのですが….）. 注意してください.
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4E − A =


2 1 −1
1 2 1
−1 1 2

 →


0 3 3
0 3 3
−1 1 2

 →


1 −1 −2
0 1 1
0 0 0

 →


1 0 −1
0 1 1
0 0 0

 より, (4E − A)x = o の解は,

x = c


1
−1
1

である (cは任意の定数). ベクトル


1
−1
1

にグラム・シュミットの直交化法を施すと， 1√
3


1
−1
1


を得る.

Á λ = 1について.

E − A =


−1 1 −1
1 −1 1
−1 1 −1

 →


1 −1 1
0 0 0
0 0 0

 より, (E − A)x = o の解は x = c1


1
1
0

 + c2


−1
0
1

 である(注 40)

(c1, c2 は任意の定数). a1 =


1
1
0

, a2 =


−1
0
1

にグラム・シュミットの直交化法を施す(注 41).

b1 = a1 とおいて正規化すると b′1 =
1√
2


1
1
0

を得る.

b2 = a2 − (a2,b′1)b′1 =
1
2


−1
1
2

としてこれを正規化すると, b′2 =
1√
6


−1
1
2

を得る.

従って, P =


1√
3

1√
2
− 1√

6

− 1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

0 2√
6

とおくと, tPAP =


4 0 0
0 1 0
0 0 1

と対角化される.

(3)以降は, (1), (2)のどちらかの計算方法と同じですので答えのみを書きます. ただし，Pのとり方は 1通
りではありませんので，同じ答えでなくても計算のやり方に間違いがなければ正解ですので，その点には注
意をしてください.

(3) P =


1√
3

1√
2
− 1√

6

− 1√
3

0 2√
6

1√
3
− 1√

2
1√
6

, tPAP =


3 0 0
0 0 0
0 0 0

. (4) P =


1√
3

1√
2
− 1√

6
1√
3

0 2√
6

1√
3
− 1√

2
− 1√

6

, tPAP =


4 0 0
0 1 0
0 0 1

.

(5) P =


1√
2

0 1√
2

0 1 0
1√
2

0 − 1√
2

, tPAP =


0 0 0
0 2 0
0 0 −4

. (6) P =


1√
3
− 1√

2
− 1√

6
1√
3

1√
2
− 1√

6
1√
3

0 2√
6

, tPAP =


3 0 0
0 0 0
0 0 0

.

(7) P =


1√
2

1√
6

1√
3

0 − 2√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3

, tPAP =


−1 0 0
0 1 0
0 0 4

. (8) P =


1√
21
− 2√

5
− 4√

105
2√
21

1√
5
− 8√

105
4√
21

0 5√
105

, tPAP =


22 0 0
0 1 0
0 0 1

.

(注 40)これは x2 = c1, x3 = c2 とおいたものであるが，x1 = c1, x2 = c2 とおいてもよい. その場合は, x = c1

 1
0
1

 + c2

 0
1
1

が解とな
る. その場合，

 1
0
1

,

 0
1
1

にグラム・シュミットの直交化法を施せばよい. 得られる直交行列 Pは変わるが，その Pを用いて対

角化できることには変わりはない. 条件を満たす Pは 1通りには定まらないが，ひとつ正しく求められていれば正解，ということ
である.

(注 41)a1, a2 を「ただ正規化するだけ」ではだめです. 実際，「ただ正規化しただけ」の 1√
2

 1
1
0

, 1√
2

 −1
0
1

は直交していません（内
積を取って 0になってないのが確認できると思います.）(1)のやりかただけ覚えているとこういう計算をしてしまうかもしれない
ので注意してください.


