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演習問題 No.1
担当：新國裕昭

1 . 多変数関数の微分学（偏微分）

1.1 2変数関数の極限・連続性

教科書 p. 111～p. 113の例題 1,問 4,例題 2,問 5を解いた上で，さらに以下の問いに答えよ.

問題 1.1.1. 関数 f (x, y) =
x2y

x4 + y2 を考える.

(1) 直線 y = mxに沿って点 (x, y)を点 (0, 0)に近づけた時の f (x, y)の極限を求めよ.ここで， m
は定数とする.

(2) 放物線 y = ax2 に沿って点 (x, y)を点 (0, 0)に近づけた時の f (x, y)の極限を求めよ.ここで，a
は定数とする.

(3) lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y)は存在するか否かを判定せよ.

問題 1.1.2. (x, y)→ (0, 0)のとき，次の 2変数関数の極限を求めよ.

(1) f (x, y) =
ax2 + by2√

x2 + y2
ここで, a , 0, b , 0とする.

(2) f (x, y) =
x4 + x2y2 + y3

x2 + y2

問題 1.1.3. 次の関数は点 (0, 0)で連続か否か判定せよ.

(1) f (x, y) =


x2y√
x2+y2

(x, y) , (0, 0)の時,

1 (x, y) = (0, 0)の時.

(2) f (x, y) =

xy log(x2 + y2) (x, y) , (0, 0)の時,

0 (x, y) = (0, 0)の時.
(ヒント：　ロピタルの定理を用いよ.)

問題 1.1.4. 次の関数が原点で連続であることを示しなさい.

(1) f (x, y) =

xy x2−y2

x2+y2 (x, y) , (0, 0)の時,

0 (x, y) = 0の時.

(2) f (x, y) =


x2√

x2+y2+x2+y2
(x, y) , (0, 0)の時,

0 (x, y) = 0の時.

問題 1.1.1の誤答例 x = r cos θ, y = r sin θとおくと，(x, y)→ (0, 0)⇐⇒ r → 0である．

f (x, y) = f (r cos θ, r sin θ) =
r3 cos2 θ sin θ

r4 cos4 θ + r2 sin2 θ
=

r cos2 θ sin θ
r2 cos4 θ + sin2 θ

→ 0 (r → 0)

という計算は間違いである (θは xと yの関数なので,極限を取る際に θの動きを気にする必要がある
が,この計算は θがまるで定数であるかのように取り扱っている. ).この式が必ずしも成立しない例は
(2)で挙げられる.

| f (x, y)| ≤ h(r)

となる θに無関係な関数 h(r)が作れて，h(r)→ 0 (r → 0)を満たす時に， lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y) = 0を証明

した事になる.
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◇◇◇問題の解答例◇◇◇

問題 1.1.1の解答例 (1) f (x,mx) =
mx3

x4 + m2x2 =
mx

x2 + m2 →
0

m2 = 0 (x → 0)より，直線 y = mxに

沿って点 (x, y)を原点に近づけた時の極限は 0である．
(2)

f (x, ax2) =
ax4

x4 + a2x4 =
a

1 + a2

より，放物線 y = ax2 に沿って点 (x, y)を原点に近づけた時の極限は a
1+a2 である.

(3) 解答例 1 (1), (2)より直線に沿って点 (x, y)を原点に近づける場合と放物線に沿って点 (x, y)を
原点に近づける場合では値が異なる.従って， lim

(x,y)→(0,0)
f (x, y)は存在しない.

解答例 2 (2)より，放物線 y = ax2 に沿って点 (x, y)を原点に近づけた場合の極限は， a
1+a2 である.

これは， aの値に依存する（ aの値が変化すれば変化する値である）ので， lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y)は存在し

ない.
問題 1.1.2 の解答例 (1) x = r cos θ, y = r sin θ とおけば， (x, y) → (0, 0) のとき， r → 0 である.
f (r cos θ, r sin θ) = ar cos2 θ + br sin2 θより,

0 ≤ | f (r cos θ, r sin θ)| ≤ r|a cos2 θ| + r|b sin2 θ| ≤ r(|a| + |b|)→ 0 (r → 0).

よって,はさみうちの原理により lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y)は存在し, lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y) = 0である.

(2) x = r cos θ, y = r sin θとおけば， (x, y)→ (0, 0)のとき， r → 0である.

0 ≤ | f (r cos θ, r sin θ)| = |r2 cos4 θ + r2 sin2 θ cos2 θ + r sin3 θ| ≤ 2r2 + r → 0 (r → 0)

であるから,はさみうちの原理から lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y)は存在し, lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y) = 0であることがわかる.

問題 1.1.3の解答例 (1) x = r cos θ, y = r sin θとおくと，

f (x, y) = f (r cos θ, r sin θ) =
r3 cos2 θ sin θ

r
= r2 cos2 θ sin θ

より，
0 ≤ | f (r cos θ, r sin θ)| = |r2 cos2 θ sin θ| ≤ r2 → 0 (r → 0)

である.故に，はさみうちの原理により,

lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y) = 0 , 1 = f (0, 0)

となるので，関数 f (x, y)は点 (0, 0)で連続ではない.
(2) x = r cos θ, y = r sin θ とおくと， f (x, y) = f (r cos θ, r sin θ) = r2 cos θ sin θ log r2 と表される.

よって，

0 ≤ | f (x, y)| = |r2 cos θ sin θ log r2| ≤ |r2 log r2|

ロピタルの定理より (′ は rでの微分を表すものとする)，

lim
r→0

r2 log r2 = lim
r→0

log r2

1
r2

= lim
r→0

(log r2)′

( 1
r2 )′

= lim
r→0

1
r2 · 2r

−2r−3 = lim
r→0

(−r2)→ 0 (r → 0).

従って，はさみうちの原理から lim
(x,y)→(0,0)

f (x, y) = 0 = f (0, 0)となるので，関数 f (x, y)は点 (0, 0)で連

続である.
問題 1.1.4の解答例 (1) | f (r cos θ, r sin θ)| = |r2 cos θ sin θ cos 2θ| ≤ r2 → 0 (r → 0)より, lim

(x,y)→(0,0)
f (x, y) =

0 = f (0, 0)である. よって, f (x, y)は原点において連続である.
(2) | f (r cos θ, r sin θ)| = | r2 cos2 θ

r+r2 | = | r cos2 θ
1+r | ≤

r
1+r → 0 (r → 0)より, lim

(x,y)→(0,0)
f (x, y) = 0 = f (0, 0)で

ある. よって, f (x, y)は原点において連続である.
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演習問題 No.2

担当：新國裕昭

1.2 偏微分係数・偏導関数

教科書 p.115～p. 117の問 6, 7, 8，例題 3,問 9を解いた上で，さらに以下の問題に答えよ.

問題 1.2.1. 関数 z = ex(sin πy + cos πy)の偏導関数を求めよ.

問題 1.2.2. 関数 f (x, y) = 3x4 + 5xy − xy2 − y3 の第 2次偏導関数を求めよ.

関数 f (x, y)に対して, ∆ f = ∂
2 f
∂x2 +

∂2 f
∂y2 と書き，∆はラプラシアンと呼ぶ. また，∆ f = 0を満たす関

数 f (x, y)のことを調和関数と呼ぶ.

問題 1.2.3. 次の関数 f (x, y)は調和関数であることを示せ.
(1) f (x, y) = log

√
x2 + y2 (但し，(x, y) , (0, 0)とする.)

(2) f (x, y) = tan−1 y
x

(但し，x , 0とする.)

問題 1.2.4. 関数 f (x, y) =
√

x2 + y2 − 1は点 (0, 0)で偏微分可能ではないことを示せ.

問題 1.2.5. 関数 f (x, y) =


2xy

x2+y2 (x, y) , (0, 0)の時,

0 (x, y) = (0, 0)の時
を考える.

(1) f (x, y)は原点で連続か否か調べよ.
(2) f (x, y)は原点で偏微分可能か否か調べよ.

問題 1.2.6. 関数

f (x, y) =

x2 tan−1 y
x (x , 0のとき),

0 (x = 0のとき)

について fxy(x, y)は原点で不連続であることを示しなさい.

問題 1.2.7. 3変数関数 u = f (x, y, z)に対するラプラシアンは, uが 2回偏微分可能であるとき,

∆u = fxx(x, y, z) + fyy(x, y, z) + fzz(x, y, z)

で定義する. 2変数の場合と同様に, ∆u = 0を満たす時, uを調和関数であるという.

u = f (x, y, z) =
1√

x2 + y2 + z2

が調和関数であることを示しなさい.
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◇◇◇確認問題の解答例◇◇◇
問題 1.2.1の解答例 zx = ex(sin πy + cos πy), zy = πex(cos πy − sin πy). □
問題 1.2.2の解答例 fx(x, y) = 12x3 + 5y− y2, fy(x, y) = 5x− 2xy− 3y2より， fxx(x, y) = 36x2, fxy(x, y) =
5 − 2y, fyx(x, y) = 5 − 2y, fyy(x, y) = −2x − 6y. □
問題 1.2.3 の解答例 (1) fx(x, y) = x

x2+y2 , fy(x, y) = y
x2+y2 をさらに x, y でそれぞれ偏微分して，

fxx(x, y) = y2−x2

(x2+y2)2 , fyy(x, y) = x2−y2

(x2+y2)2 .よって， ∆ f = 0を満たすので， f (x, y)は調和関数である.
(2) fx(x, y) = −y

x2+y2 , fy(x, y) = x
x2+y2 をさらに x, y で偏微分して， fxx(x, y) = 2xy

(x2+y2)2 , fyy(x, y) =
− 2xy

(x2+y2)2 .よって， ∆ f = 0を満たすので， f (x, y)は調和関数である. □
問題 1.2.4の解答例 偏微分係数の定義より，

fx(0, 0) = lim
h→0

f (h, 0) − f (0, 0)
h

= lim
h→0

(|h| − 1) − (−1)
h

= lim
h→0

|h|
h

fy(0, 0) = lim
h→0

f (0, h) − f (0, 0)
h

= lim
h→0

(|h| − 1) − (−1)
h

= lim
h→0

|h|
h

どちらも h → +0のときと h → −0のときに値が異なるから fx(0, 0)も fy(0, 0)も存在しない. 故に,
f (x, y)は点 (0, 0)で偏微分可能ではない. □
問題 1.2.5 の解答例 (1) 直線 y = x に沿って点 (x, y) を原点に近づけると, f (x, x) = 2x2

2x2 = 1 に近
づく. 一方, 直線 y = 2x に沿って点 (x, y) を原点に近づけると, f (x, 2x) = 4x2

5x2 =
4
5 に近づく. した

がって, (x, y)が原点に近づく経路として f (x, y)の値が異なる値に近づく 2通りのものが見つかるの
で lim

(x,y)→(0,0)
f (x, y)は存在しない. よって, lim

(x,y)→(0,0)
f (x, y) = f (0, 0)も成り立たないので, f (x, y)は原点で

不連続である.
(2) 偏微分の定義より,

fx(0, 0) = lim
h→0

f (h, 0) − f (0, 0)
h

= 0, fy(0, 0) = lim
h→0

f (0, h) − f (0, 0)
h

= 0

となるので, f (x, y)は原点で偏微分可能である.
問題 1.2.6の略解 fx(x, y) = 2x tan−1 y

x −
x2y

x2+y2 をさらに yで偏微分して,

fxy(x, y) = 2x
1

1 + ( y
x )2
· 1

x
− x2(x2 + y2) − x2y · 2y

(x2 + y2)2 =
x4 + 3x2y2

(x2 + y2)2

を得る. mを任意の定数とし,直線 y = mxに沿って f (x, y)を原点に近づけると,

lim
x→0

fxy(x, y) = lim
x→0

x4 + 3m2x4

(x2 + m2x2)2 =
1 + 3m2

(1 + m2)2

を得る. この値は mによって異なるので，極限値は存在しない. 従って, fxy(x, y)は原点において不連
続である. □
問題 1.2.7の解答例

∂u
∂x
= − x

(x2 + y2 + z2)3/2

より,
∂2u
∂x2 = −

y2 + z2 − 2x2

(x2 + y2 + z2)5/2

である. 同様にして,

∂2u
∂y2 = −

z2 + x2 − 2y2

(x2 + y2 + z2)5/2 ,
∂2u
∂z2 = −

x2 + y2 − 2z2

(x2 + y2 + z2)5/2

を得る.これらを加えると, ∆u = 0を得る. 従って, uは調和関数である. □
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演習問題 No.3

担当：新國裕昭

1.3 全微分

教科書 120ページの例題 4, 123ページの例 13,問 14, 15, 127ページの例題 5,問 17を解いた上でさ
らに以下の問題に答えなさい.

問題 1.3.1. 関数 f (x, y) = log(1 + xy + x2)について以下の問いに答えなさい.
(1) f (x, y)は原点で連続であるか否か調べよ.
(2) f (x, y)は原点で偏微分可能であるか否か調べよ.
(3) f (x, y)は原点で全微分可能か否か調べよ.

問題 1.3.2. 関数

f (x, y) =

xy2 sin 1√
x2+2y2

((x, y) , (0, 0)のとき),

0 ((x, y) = (0, 0)のとき)

は原点で全微分可能か否か調べなさい.

問題 1.3.3. 次の関数の全微分を求めよ.
(1) z = ex2+y2

(2) z = sin log(x2 + y2)
(3) z = xy

問題 1.3.4. z = f (x, y) = x2 + y2 のグラフ上の点 (1, 1, 2)における接平面の方程式および法線の方程式
を求めよ.

問題 1.3.5. 3辺の長さが 5 : 12 : 13の直角三角形を考える. 直角を挟む 2辺の長さを 1/10だけ伸ば
したとき,斜辺の増加量を全微分を用いて計算せよ.

問題 1.3.6. 問題 1.2.5の関数

f (x, y) =


2xy

x2+y2 (x, y) , (0, 0)の時,

0 (x, y) = (0, 0)の時

は原点で全微分可能か否か調べよ. (「全微分可能ならば連続である」という定理を用いよ.)
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◇◇◇確認問題の解答例◇◇◇
問題 1.3.1の解答例 (1) lim

(x,y)→(0,0)
f (x, y) = 0 = f (0, 0)であるから, f (x, y)は原点で連続である.

(2) fx(0, 0) = lim
h→0

f (h, 0) − f (0, 0)
h

= lim
h→0

log(1 + h2)
h

= lim
h→0

h log(1+ h2)
1

h2 = 0 · 1 = 0 ( lim
x→0

(1+ x)
1
x = e

より), fy(0, 0) = lim
h→0

f (0, h) − f (0, 0)
h

= lim
h→0

0 − 0
h
= 0であるから， f (x, y)は原点で偏微分可能である.

(3) ϵ(h, k) = f (h, k)− f (0, 0)− fx(0, 0)h− fy(0, 0)kとおく1. まず, (2)で求めたものを代入して, ϵ(h, k) =
log(1+hk+h2)となる. h = r cos θ, k = r sin θとおくと, ϵ(r cos θ,r sin θ)√

h2+k2
=

log(1+r2 cos θ sin θ+r2 cos2 θ)
r である. 対数関

数の中身について 1−r2 ≤ 1+r2 cos θ sin θ+r2 cos2 θ ≤ 1+2r2となるので, log(1−r2)
r ≤ ϵ(r cos θ,r sin θ)√

h2+k2
≤ log(1+2r2)

r .

lim
r→0

log(1 − r2)
r

= lim
r→0

(−r) log(1−r2)−
1
r2 = 0·1 = 0および lim

r→0

log(1 + 2r2)
r

= lim
r→0

2r·log(1+2r2)
1

2r2 = 0·1 = 0

なので，はさみうちの原理から lim
(h,k)→(0,0)

ϵ(h, k)
√

h2 + k2
= 0となる. 故に, f (x, y)は原点で全微分可能であ

る. □
問題 1.3.2の解答例 まず, fx(0, 0) = 0, fy(0, 0) = 0である. ϵ(h, k) = f (h, k)− f (0, 0)− fx(0, 0)h− fy(0, 0)k
とおくと, ϵ(h, k) = hk2 sin 1√

h2+2k2
である. h = r cos θ, k = r sin θとおくと,

∣∣∣∣∣∣ϵ(r cos θ, r sin θ)
√

h2 + k2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r3 cos θ sin2 θ sin 1√

r2 cos2 θ+2r2 sin2 θ

r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ r2 → 0 (r → 0)

となるので, lim
(h,k)→(0,0)

ϵ(h, k)
√

h2 + k2
= 0となる. 故に, f (x, y)は原点で全微分可能である. □

問題 1.3.3の解答例 (1) fx(x, y) = 2xex2+y2
, fy(x, y) = 2yex2+y2

より，

dz = 2xex2+y2
dx + 2yex2+y2

dy.

(2) zx =
2x cos log(x2 + y2)

x2 + y2 , zy =
2y cos log(x2 + y2)

x2 + y2 より,

dz =
2x cos log(x2 + y2)

x2 + y2 dx +
2y cos log(x2 + y2)

x2 + y2 dy.

(3) zx = yxy−1, zy = xy log xより, dz = yxy−1dx + xy log xdy. □
問題 1.3.4の解答例 fx(1, 1) = 2, fy(1, 1) = 2より，接平面の方程式は z − 2 = 2(x − 1) + 2(y − 1),法線
の方程式は, x−1

2 =
y−1

2 =
z−2
−1 である.

問題 1.3.5の解答例 斜辺の長さを z,他の 2辺の長さを x, yとすれば,三平方の定理より z =
√

x2 + y2

が成り立つ.
zx =

x√
x2 + y2

, zy =
y√

x2 + y2

より,
dz =

x√
x2 + y2

dx +
y√

x2 + y2
dy.

x = 5, y = 12, dx = 1/10, dy = 1/10を代入すると,

dz =
5
13
× 1

10
+

12
13
× 1

10
=

17
130
.

よって,およそ 17/130(= 0.1307 · · · )増加する. □
問題 1.3.6の解答例 問題 1.2.5 (1)より, f (x, y)は原点で連続ではない. 全微分可能な関数は連続であ
るから,原点で連続でない f (x, y)は原点で全微分可能にはならない. □

1 lim
(h,k)→(0,0)

ϵ(h, k)
√

h2 + k2
= 0が確かめられれば, f (x, y)は原点で全微分可能であるといえる.
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演習問題 No.4

担当：新國裕昭

1.4 合成関数の（偏）微分計算

教科書の問 19(p.129),例 15,問 20,問 21(p.130)を解いた上でさらに以下の問題に答えなさい. (解答
は計算ミスを含んでいないかのチェックを行っていないので各自でチェックすること.)

問題 1.4.1. z = f (x, y) = x3 + 3xy + log y, x = t2, y = t3 の時，連鎖律（Chain Rule）を用いて dz
dt を求

めよ.

問題 1.4.2. z = ex+y, x = tan uv, y =
√

u2 + v2 の時， ∂z
∂v を求めよ.

問題 1.4.3. z = f (x, y) を C2 級関数とする. また, x = r cos θ, y = r sin θ とする. このとき, zxx を
r, θ, zr, zθ, zrr, zrθ, zθθ を用いて表せ.

問題 1.4.4. z = f (x, y)を C2 級関数とする.また，x = r cos θ, y = r sin θとする.
(1) zyy を r, θ, zr, zθ, zrr, zrθ, zθθ を用いて表せ.
(2) ∆z = ∂

2z
∂x2 +

∂2z
∂y2 とする.この時，次の公式を示せ.

∆z =
∂2z
∂r2 +

1
r
∂z
∂r
+

1
r2

∂2z
∂θ2
.

問題 1.4.5. (3次元極座標のヤコビアン) 3次元極座標

x = r sin θ cos ϕ, y = r sin θ sin ϕ, z = r cos θ

を考える. r, θ, ϕの動く範囲は，r ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2πとする. この時,

∣∣∣∣∣∂(x, y, z)
∂(r, θ, ϕ)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣det


∂x
∂r

∂x
∂θ

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∂y
∂ϕ

∂z
∂r

∂z
∂θ

∂z
∂ϕ


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

を求めよ. ここで，右辺の | · |は絶対値を表す.

問題 1.4.6. αは定数とし, z = f (x, y)が全微分可能な関数で， x = u cosα − v sinα, y = u sinα + v cosα
であるとき, (

∂z
∂x

)2

+

(
∂z
∂y

)2

=

(
∂z
∂u

)2

+

(
∂z
∂v

)2

が成り立つ事を示しなさい.
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◇◇◇確認問題の解答例◇◇◇
問題 1.4.1の解答例

dz
dt
=
∂z
∂x

dx
dt
+
∂z
∂y

dy
dt
= (3x2 + 3y) · 2t +

(
3x +

1
y

)
· 3t2

= (3t4 + 3t3) · 2t +
(
3t2 +

1
t3

)
· 3t2 = 6t5 + 6t4 + 9t4 +

3
t
= 6t5 + 15t4 +

3
t
.

問題 1.4.2の解答例 連鎖律を用いて,

∂z
∂v
=
∂z
∂x
∂x
∂v
+
∂z
∂y
∂y
∂v

= ex+y u
cos2 uv

+ ex+y v
√

u2 + v2
= etan uv+

√
u2+v2

(
u

cos2 uv
+

v
√

u2 + v2

)
.

□
問題 1.4.3の解答例 連鎖律より,

zx =
∂z
∂r
∂r
∂x
+
∂z
∂θ

∂θ

∂x
= zrrx + zθθx.

さらに連鎖律を用いて,

zxx = zrxrx + zrrxx + zθxθx + zθθxx

= (zrrrx + zrθθx)rx + zrrxx + (zθrrx + zθθθx)θx + zθθxx

= zrr(rx)2 + 2zrθθxrx + zθθ(θx)2 + zrrxx + zθθxx. (1.1)

r =
√

x2 + y2, θ = tan−1 y
x であるから,

rx =
x√

x2 + y2
= cos θ, θx =

− y
x2

1 +
(

y
x

)2 =
−y

x2 + y2 = −
sin θ

r
.

rxx =

√
x2 + y2 − x x√

x2+y2

x2 + y2 =
1√

x2 + y2
− x2

(x2 + y2)3/2 =
1
r
− r2 cos2 θ

r3 =
sin2 θ

r
,

θxx =
2xy

(x2 + y2)2 =
2r2 sin θ cos θ

r4 =
2 sin θ cos θ

r2 .

これらを (1.1)に代入すると,

zxx = zrr cos2 θ +
zθθ sin2 θ

r2 − 2zrθ

r
sin θ cos θ +

zr sin2 θ

r
+

2zθ
r2 sin θ cos θ.

□
問題 1.4.4の解答例 (1) 連鎖律を用いて，zy = zrry + zθθy. さらに連鎖律を用いて，

zyy = zryry + zrryy + zθyθy + zθθyy

= (zrrry + zrθθy)ry + zrryy + (zθrry + zθθθy)θy + zθθyy

= zrr(ry)2 + 2zrθθyry + zθθ(θy)2 + zrryy + zθθyy. (1.2)

r =
√

x2 + y2, θ = tan−1 y
x であるから，

ry =
y√

x2 + y2
= sin θ, θy =

1
x

1 + ( y
x )2
=

x
x2 + y2 =

cos θ
r
.
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さらに，これらを yで偏微分すると，

ryy =
cos2 θ

r
, θyy = −

2 sin θ cos θ
r2

を得る. これらを (1.2)に代入すると,次の式が得られる.

zyy = zrr sin2 θ + zθθ
cos2 θ

r2 + zrθ
2 sin θ cos θ

r
+ zr

cos2 θ

r
− zθ

2 sin θ cos θ
r2 .

(2)問題 1.4.3より，

zxx = zrr cos2 θ + zθθ
sin2 θ

r2 − zrθ
2 sin θ cos θ

r
+ zr

sin2 θ

r
+ zθ

2 sin θ cos θ
r2 .

これと (1)の結果を合わせて，

zxx + zyy =
∂2z
∂r2 +

1
r
∂z
∂r
+

1
r2

∂2z
∂θ2

を得る. □
問題 1.4.5の解答例 (3 × 3の行列式はサラスの公式を使って計算する事ができます.)

∣∣∣∣∣∂(x, y, z)
∂(r, θ, ϕ)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣det


sin θ cos ϕ r cos θ cos ϕ −r sin θ sin ϕ
sin θ sin ϕ r cos θ sin ϕ r sin θ cos ϕ

cos θ −r sin θ 0


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= |r2 sin θ cos2 θ cos2 ϕ + r2 sin3 θ sin2 ϕ + r2 sin3 θ cos2 ϕ + r2 sin θ cos2 θ sin2 ϕ|
= r2| sin θ cos2 θ + sin3 θ|
= r2| sin θ|

0 ≤ θ ≤ πより sin θ ≥ 0. よって, | sin θ| = sin θである. 従って,
∣∣∣∣ ∂(x,y,z)
∂(r,θ,ϕ)

∣∣∣∣ = r2 sin θを得る. □
問題 1.4.6の解答例 連鎖律より,

∂z
∂u
=
∂z
∂x
∂x
∂u
+
∂z
∂y
∂y
∂u
=
∂z
∂x

cosα +
∂z
∂y

sinα,

∂z
∂v
=
∂z
∂x
∂x
∂v
+
∂z
∂y
∂y
∂v
=
∂z
∂x

(− sinα) +
∂z
∂y

cosα.

よって, (
∂z
∂u

)2

+

(
∂z
∂v

)2

=

(
∂z
∂x

)2

cos2 α + 2
∂z
∂x
∂z
∂y

sinα cosα +
(
∂z
∂y

)2

sin2 α

+

(
∂z
∂x

)2

sin2 α − 2
∂z
∂x
∂z
∂y

sinα cosα +
(
∂z
∂y

)2

cos2 α

=

(
∂z
∂x

)2

+

(
∂z
∂y

)2

.

□
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演習問題 No.5

担当：新國裕昭

1.5 テイラーの定理・マクローリンの定理

問題 1.5.1. マクローリンの定理の仮定を満たす関数 f (x, y)を考える. このとき,次の問いに答えよ.
(1) 剰余項を含めて 1次の項までの f (x, y)のマクローリン展開の式を書きなさい.
(2) 剰余項を含めて 3次の項までの f (x, y)のマクローリン展開の式を書きなさい.

問題 1.5.2. 関数 f (x, y) = ex log(1 + y)を考える.
(1) f (x, y)の剰余項を含めて 1次の項までのマクローリン展開を求めよ.
(2) f (x, y)の剰余項を含めて 2次の項までのマクローリン展開を求めよ.
(3) f (x, y)の剰余項を含めて 3次の項までのマクローリン展開を求めよ.

問題 1.5.3. 関数 f (x, y) = sin(x + y)を考える.
(1) f (x, y)の剰余項を含めて 1次の項までのマクローリン展開を求めよ.
(2) f (x, y)の剰余項を含めて 2次の項までのマクローリン展開を求めよ.
(3) f (x, y)の剰余項を含めて 3次の項までのマクローリン展開を求めよ.
(4) f (x, y)の剰余項を含めて 4次の項までのマクローリン展開を求めよ.
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◇◇◇確認問題の解答例◇◇◇
問題 1.5.1の解答例 (1) マクローリンの定理より,ある θ1 ∈ (0, 1)が存在して,

f (x, y) = f (0, 0) + x fx(θ1x, θ1y) + y fy(θ1x, θ1y)

が成り立つ.
(2) マクローリンの定理より,ある θ3 ∈ (0, 1)が存在して,

f (x, y) = f (0, 0) + x fx(0, 0) + y fy(0, 0) +
1
2!

(x2 fxx(0, 0) + 2xy fxy(0, 0) + y2 fyy(0, 0))

+
1
3!

(x3 fxxx(θ3x, θ3y) + 3x2y fxxy(θ3x, θ3y) + 3xy2 fxyy(θ3x, θ3y) + y3 fyyy(θ3x, θ3y))

が成り立つ. □
問題 1.5.2の解答例 (1) fx(x, y) = ex log(1 + y), fy(x, y) = ex

1+y を前問の (1)で得た式に代入すると,

f (x, y) = xeθ1 x log(1 + θ1y) + y
eθ1 x

1 + θ1y
(0 < θ1 < 1).

(2) マクローリンの定理より,ある θ2 ∈ (0, 1)が存在して,

f (x, y) = f (0, 0) + x fx(0, 0) + y fy(0, 0) +
1
2!

(x2 fxx(θ2x, θ2y) + 2xy fxy(θ2x, θ2y) + y2 fyy(θ2x, θ2y))

が成り立つ. fxx(x, y) = ex log(1 + y), fxy =
ex

1+y , fyy = − ex

(1+y)2 より,

f (x, y) = y +
1
2

(
x2eθ2 x log(1 + θ2y) + 2xy

eθ2 x

1 + θ2y
− y2 eθ2 x

(1 + θ2y)2

)
(0 < θ2 < 1).

(3)

fxxx(x, y) = ex log(1 + y), fxxy(x, y) =
ex

1 + y
, fxyy(x, y) = − ex

(1 + y2)
, fyyy(x, y) =

2ex

(1 + y)3

を前問の (2)で得た式に代入すると,

f (x, y) = y+xy−y2

2
+

1
6

(
x3eθ3 x log(1 + θ3y) + 3x2y

eθ3 x

1 + θ3y
− 3xy2 eθ3 x

(1 + θ3y)2 + y3 2eθ3 x

(1 + θ3y)3

)
(0 < θ3 < 1).

□
問題 1.5.3の解答例 (1) fx(x, y) = fy(x, y) = cos(x + y)より,

f (x, y) = x cos θ1(x + y) + y cos θ1(x + y), (0 < θ1 < 1).

(2) fxx(x, y) = fxy(x, y) = fyy(x, y) = − sin(x + y)より,

f (x, y) = x + y − 1
2!

(x + y)2 sin θ2(x + y) (0 < θ2 < 1).

(3) fxxx(x, y) = fxxy(x, y) = fxyy(x, y) = fyyy(x, y) = − cos(x + y)より,

f (x, y) = x + y − 1
3!

(x + y)3 cos θ3(x + y) (0 < θ3 < 1).

(4) fxxxx(x, y) = fxxxy(x, y) = fxxyy(x, y) = fxyyy(x, y) = fyyyy(x, y) = sin(x + y)より,

f (x, y) = x + y − 1
3!

(x + y)3 +
1
4!

(x + y)4 sin θ4(x + y) (0 < θ4 < 1).

□



第 6節『2変数関数の極値問題』 12

演習問題 No.6

担当：新國裕昭

1.6 2変数関数の極値問題

問題 1.6.1. f (x, y) = x2 + xy + y2 − 4x − 2yの極値を求めよ.

問題 1.6.2. f (x, y) = x4 − xy + y4 の極値を求めよ.

問題 1.6.3. f (x, y) = x2 + y2 + y3 の極値を求めよ.

問題 1.6.4. f (x, y) = x4 − 4xy + 2y2 の極値を求めよ.

問題 1.6.5. f (x, y) = e−x2−y2
(πx2 + ey2)の極値を求めよ.
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◇◇◇確認問題の解答例◇◇◇
問題 1.6.1の解答例 連立方程式

0 = fx(x, y) = 2x + y − 4 (1)

0 = fy(x, y) = x + 2y − 2 (2)

の解が f (x, y) の極値をとる点の候補である. (1) − (2) × 2 より, y = 0, x = 2 を得る. よって, 極値の
候補の点は (2, 0) である. fxx(x, y) = 2, fxy(x, y) = 1, fyx(x, y) = 1, fyy(x, y) = 2 より D(2, 0) = −3 < 0,
fxx(2, 0) = 2 > 0. 従って, f (x, y)は点 (2, 0)において極小値 f (2, 0) = −4を取る. □

問題 1.6.2の解答例 連立方程式

0 = fx(x, y) = 4x3 − y (1)

0 = fy(x, y) = −x + 4y3 (2)

の解が f (x, y)の極値の候補の点である. (1)より, y = 4x3. これを (2)に代入すると,

0 = x − 256x9 = x(1 + 24x4)(1 + 22x2)(1 + 2x)(1 − 2x).

これを解くと, x = 0,±1
2 . よって,極値をとる点の候補は (x, y) = (0, 0), (1

2 ,
1
2 ), (−1

2 ,−
1
2 )である.

fxx(x, y) = 12x2, fxy(x, y) = 1, fyy(x, y) = 12y2 より, D(x, y) = 1 − 144x2y2.
D(0, 0) = 1 より原点では極値を持たない. D(±1

2 ,±
1
2 ) = −8 < 0, fxx(±1

2 ,±
1
2 ) = 3 > 0 より, 2点

(±1
2 ,±

1
2 )において極小値 −1

8 をとる. □

問題 1.6.3の解答例 極値をとる点の候補の点 (x, y)は方程式 0 = fx(x, y) = 2x, 0 = fy(x, y) = 2y+3y2 =

3y(y + 2
3 )を満たす. これを解くと, (x, y) = (0, 0), (0,−2

3 )を得る. fxx(x, y) = 2, fxy(x, y) = 0, fyy = 2 + 6y
より, D(x, y) = −4(1 + 3y). D(0,−2

3 ) = 4 > 0 より, 点 (0,−2
3 ) では極値をとらない. D(0, 0) = −4 < 0,

fxx(0, 0) = 2 > 0より,原点において極小値 0をとる. □

問題 1.6.4の解答例 極値をとる点の候補の点 (x, y)は, 0 = fx(x, y) = 4x3 − 4y, 0 = fy(x, y) = −4x + 4y
を見たす. これを解くと,極値をとる点の候補は (x, y) = (0, 0), (1, 1), (−1,−1)の 3点である事がわかる.
また, fxx(x, y) = 12x2, fxy(x, y) = −4, fyy(x, y) = 4 であるから, 極値の判別式は D(x, y) = 16 − 48x2 で
ある.

D(0, 0) = 16 > 0より,原点では極値をとらない. D(±1,±1) = −32 < 0, fxx(±1,±1) = 12 > 0より, 2
点 (±1,±1)において極小値 −1をとる. □

問題 1.6.5 の解答例 極値をとる点の候補の点は, 連立方程式 0 = fx(x, y) = 2xe−x2−y2
(π − πx2 − ey2),

0 = fy(x, y) = 2ye−x2−y2
(e − πx2 − ey2)を満たす. これを解くと, (x, y) = (0, 0), (0,±1), (±1, 0)の 5点が極

値をとる点の候補であることがわかる. また,

fxx(x, y) = −4x2e−x2−y2
(π − πx2 − ey2) + 2e−x2−y2

(π − 3πx2 − ey2),

fxy(x, y) = −4xye−x2−y2
(π − πx2 − ey2) − 4exye−x2−y2

,

fyy(x, y) = −4y2e−x2−y2
(e − πx2 − ey2) + 2e−x2−y2

(e − πx2 − 3ey2).

D(0, 0) = −4πe < 0, fxx(0, 0) = 2π > 0より原点で極小値 f (0, 0) = 0をとる.
D(0,±1) = 8(π − e)e−1 > 0より 2点 (0,±1)では極値をとらない.
D(±1, 0) = 8π(e − π)e−2 < 0, fxx(±1, 0) = −4πe−1 < 0より, 2点 (±1, 0)で極大値 π/eをとる. □
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演習問題 No.7
担当：新國裕昭

1.7 陰関数の定理・条件付き極値問題

例題 1.7.1. 1 束縛条件 g(x, y) = 2x2 + 3y2 − 1 = 0のもとで, 2変数関数 f (x, y) = x + yの極値をと
る点の候補を求めよ.
2 1 で求めた極値をとる点の候補が実際に極値をとる点かどうか判定せよ.

例題 1.7.1の解答例 1 gx(x, y) = 4x, gy(x, y) = 6yより, (gx(x, y), gy(x, y)) = (0, 0)となる点は (x, y) =
(0, 0). これは束縛条件に反する. 従って,束縛条件 g(x, y) = 0のもとでは, (gx(x, y), gy(x, y)) , (0, 0)で
ある. よって,ラグランジュの未定乗数法の仮定は満たされる. よって，次の方程式の解 (x, y)が極値
を取る点の候補となる:

0 = fx(x, y) − λgx(x, y) = 1 − 4λx (1)

0 = fy(x, y) − λgy(x, y) = 1 − 6λy (2)

0 = g(x, y) = 2x2 + 3y2 − 1 (3)

(1)より, λ , 0である. (1), (2)より, x = 1
4λ , y = 1

6λ を得る. これらを (3)に代入すると,

2
(

1
4λ

)2

+ 3
(

1
6λ

)2

= 1

を得る. これを解くと, λ2 = 5
24 より, λ = ±

√
5

24 .

λ =
√

5
24 のとき, x = 1

4

√
24
5 =

√
30

10 , y = 1
6

√
24
5 =

√
30

15 . また, λ = −
√

5
24 のとき, x = −

√
30

10 , y = −
√

30
15 . 以

上により,極値をとる点の候補は, (x, y) =
(
±
√

30
10 ,±

√
30

15

)
である.

2 点 (
√

30
10 ,

√
30

15 )が極値を与える点かどうかを判定する.
gy(x, y) = 6y, gy(

√
30

10 ,
√

30
15 ) = 6 ×

√
30

15 , 0より g(x, y) = 0の点 (
√

30
10 ,

√
30

15 )の近くで定義された陰関数
y = φ(x)が存在する.
φ(x)は f (x, φ(x)) = 0,すなわち, 2x2 + 3(φ(x)) − 2 − 1 = 0を満たす. 両辺を xで微分すると,

4x + 6φ′(x)φ(x) = 0 (1)

さらに両辺を xで微分すると,

4 + 6φ′′(x)φ(x) + 6(φ′(x))2 = 0 (2).

x =
√

30
10 のとき y =

√
30

15 より, φ(
√

30
10 ) =

√
30

15 . (1)に x =
√

30
10 を代入すると, 2

√
30

5 + 6φ′(
√

30
10 )

√
30

15 = 0より,
φ′(

√
30

10 ) = −1. (2)に x =
√

30
10 を代入すると, 4 + 6φ′′(

√
30

10 )
√

30
15 + 6(−1)2 = 0より, φ′′(

√
30

10 ) = −5
6

√
30.

p(x) = f (x, φ(x))とおくと, p(x) = x + φ(x). よって, p′(x) = 1 + φ′(x), p′′(x) = φ′′(x).このことから,

p′(

√
30

10
) = 1 − 1 = 0, p′′(

√
30

10
) = φ′′(

√
30

10
) = −5

6

√
30 < 0.

従って, z = f (x, y)は点 (
√

30
10 ,

√
30

15 )において極大値 f (
√

30
10 ,

√
30

15 ) =
√

30
6 をとる.

同様に,点 (−
√

30
10 ,−

√
30

15 )において極小値 f (−
√

30
10 ,−

√
30

15 ) = −
√

30
6 をとる (演習;各自確かめよ). □
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◆◆◆確認問題◆◆◆

問題 1.7.2. f (x, y) = x3 + y3 − 2xy = 0で定義されるグラフ上の点 (1, 1)における接線の方程式を求
めよ.

問題 1.7.3. (1) f (x, y)は C2 級関数で,点 (a, b)において f (a, b) = 0, fy(a, b) , 0を満たすとする.
このとき,陰関数の定理から定まる点 (a, b)の近くで定義された f (x, y) = 0の陰関数 y = φ(x)は 2回
微分可能で

φ′′(x) =
d2y
dx2 = −

fxx f 2
y − 2 fxy fx fy + fyy f 2

x

f 3
y

が成り立つ事を示せ.
(2) ax2 + 2bxy + cy2 = 1により定まる陰関数 y = φ(x)に対して, y′, y′′ を計算せよ.

問題 1.7.4. a > 0として,アステロイド x
2
3 + y

2
3 = a

2
3 を考える. このとき, y′, y′′ を求めよ.

問題 1.7.5. 束縛条件 3x2 + 2y2 = 1のもとで, f (x, y) = x + 2yの極値を求めよ.

問題 1.7.6. 束縛条件 x2 + y2 = 1のもとで, f (x, y) = x3 + y3 の極値をとる点の候補を求めよ. また,
最大値・最小値を求めよ.

問題 1.7.7. 束縛条件 x2 + y2 = 1のもとで, f (x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 の極値を求めよ. また,最大値・
最小値を求めよ. ただし, a , cまたは b , 0とする. なお,極値をとる点の座標は具体的に求めなくて
もよい2.

2線形代数の知識を用います. 具体的には，線形代数 IIで学ぶ固有値・固有ベクトルに関する知識を使うので，現段階
では解けないかもしれません.
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◇◇◇確認問題の解答例◇◇◇
問題 1.7.2の解答例 fy(x, y) = 3y2 − 2x, fy(1, 1) = 1 , 0より, f (x, y) = 0は点 (1, 1)の近くで定義され
た陰関数 y = φ(x)が存在する. fx(x, y) = 3x2 − 2y, fx(1, 1) = 1より, φ′(1) = −1. よって,求める接線の
方程式は, y − 1 = −1(x − 1),すなわち, y = −x + 2である. □

問題 1.7.3の解答例 (1) 陰関数の定理より, y = φ(x)は C1 級関数で

dy
dx
= − fx(x, y)

fy(x, y)

が成り立つ. 両辺を xで微分すると,商の微分の公式より

d2y
dx2 = −

d fx(x,y)
dx fy(x, y) − fx(x, y) d fy(x,y)

dx

( fy(x, y))2 .

連鎖律を用いて,

d fx(x, y)
dx

= fxx(x, y) + fxy(x, y)
dy
dx
= fxx(x, y) − fxy(x, y)

fx(x, y)
fy(x, y)

,

dy(x, y)
dx

= fyx(x, y) + fyy(x, y)
dy
dx
= fxy(x, y) − fyy(x, y)

fx(x, y)
fy(x, y)

を得る. これを d2y
dx2 の右辺に代入すると,

φ′′(x) =
d2y
dx2 = −

fxx f 2
y − 2 fxy fx fy + fyy f 2

x

f 3
y

を得る.
(2) f (x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 − 1 とおくと, fx(x, y) = 2ax + 2by, fy(x, y) = 2bx + 2cy より, 直線

bx + cy = 0上の点を除いて fy(x, y) , 0であるから陰関数の定理を適応できる. 以下,直線 bx + cy = 0
上の点を除いて考える. 陰関数の定理より,

y′ = − fx(x, y)
fy(x, y)

= −ax + by
bx + cy

と書ける. また, fxx(x, y) = 2a, fxy(x, y) = 2b, fyy(x, y) = 2cを (1)で得た結果に代入すると,

y′′ = −a(bx + cy)2 − 2b(ax + by)(bx + cy) + c(ax + by)2

(bx + cy)3 = − ac − b2

(bx + cy)3

□

問題 1.7.4 の解答例 f (x, y) = x
2
3 + y

2
3 − a

2
3 とおく. fx(x, y) = 2

3 x−
1
3 , fy(x, y) = 2

3y−
1
3 であるから, 4点

(x, y) , (0,±a), (±a, 0)を除いて f (x, y)は C1 級である. この 4点を除いて,陰関数の定理が適応できる
ので,

y′ = −
(y

x

) 1
3

を得る. また,前問の (1)より,

y′′ = −
(−2

9 x−
4
3 )( 2

3y−
1
3 )2 + (−2

9y−
4
3 )( 2

3 x−
1
3 )2

8
27y

=
1
3

(
a2

x3y

) 1
3

.

□
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問題 1.7.5 の解答例 g(x, y) = 3x2 + 2y2 − 1 とおくと, gx(x, y) = 6x, gy(x, y) = 4y であるから,
(gx(x, y), gy(x, y)) = (0, 0) となる点は, (x, y) = (0, 0) のみ. これは束縛条件に反する. よって, 束縛
条件下で (gx(x, y), gy(x, y)) , (0, 0)を満たし,ラグランジュの未定乗数法の仮定を満たす.
ある実数 λが存在して, f (x, y)の極値をとる点の候補は，次の方程式を満たす.

0 = fx(x, y) − λgx(x, y) = 1 − 6xλ,

0 = fy(x, y) − λgy(x, y) = 2 − 4yλ = 2(1 − 2yλ).

これらの 2式から λ , 0 であり, x = 1
6λ , y = 1

2λ を得る. 束縛条件に代入すると, λ2 = 7
12 を得るので,

λ = ±
√

7
2
√

3
. よって, (x, y) = (± 1√

21
,±
√

3√
7
). この 2点は極値をとる点の候補である.

g(x, y) = 3x2 + 2y2 − 1 = 0は単純閉曲線を表し, f (x, y) = x + 2yは連続関数であるから, f (x, y)は最
大値・最小値を持ち,それらは極大値・極小値である. よって，極大値・極小値は存在し,極値をとる
点の候補は 2点のみであるから,それらが極大値・極小値をとる点である. f (± 1√

21
,±
√

3√
7
) = ±

√
21
3 であ

るから,極大値は f ( 1√
21
,
√

3√
7
) =

√
21
3 で，最小値は f (− 1√

21
,−
√

3√
7
) = −

√
21
3 である. □

問題 1.7.6の解答例 g(x, y) = x2 + y2 − 1とおくと, gx(x, y) = 2x, gy(x, y) = 2yより, (gx(x, y), gy(x, y)) =
(0, 0)となる点は, (x, y) = (0, 0)のみ. これは束縛条件に反する. よって,束縛条件下で (gx(x, y), gy(x, y)) ,
(0, 0)を満たし,ラグランジュの未定乗数法の仮定を満たす.
ある実数 λが存在して, f (x, y)の極値をとる点の候補は次の方程式を満たす.

0 = fx(x, y) − λgx(x, y) = x(3x − 2λ),

0 = fy(x, y) − λgy(x, y) = y(3y − 2λ).

これらの 2式から, x = 0, 2
3λおよび y = 0, 2

3λを得る. (x, y) = (0, 0)は束縛条件に反するため除外する
と, (x, y) = (0, 2

3λ), (
2
3λ, 0), ( 2

3λ,
2
3λ)を得る.

(x, y) = (0, 2
3λ) を束縛条件に代入すると, λ = ±3

2 を得る. よって, (x, y) = (0,±1). (x, y) = (2
3λ, 0)

を束縛条件に代入すると, λ = ±3
2 を得る. よって, (x, y) = (±1, 0). (x, y) = ( 2

3λ,
2
3λ) を束縛条件に

代入すると λ = ± 3
2
√

2
を得る. よって, (x, y) = (± 1√

2
,± 1√

2
). 従って, 極値をとる点の候補は (x, y) =

(0,±1), (±1, 0), (± 1√
2
,± 1√

2
)の 6点である.

g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0は単純閉曲線を表し, f (x, y) = x3 + y3 は連続関数であるから, f (x, y)は最
大値・最小値を持ち,それらは極大値・極小値である. 極値をとる点の候補である 6点における値は
f (0, 1) = f (1, 0) = 1, f (0,−1) = f (−1, 0) = −1, f ( 1√

2
, 1√

2
) = 1√

2
, f (− 1√

2
,− 1√

2
) = − 1√

2
であるから,最大値

は f (0, 1) = f (1, 0) = 1であり,最小値は f (0,−1) = f (−1, 0) = −1である3.
問題 1.7.7の解答例 g(x, y) = x2 + y2 − 1とおくと, gx(x, y) = 2x, gy(x, y) = 2yより, (gx(x, y), gy(x, y)) =
(0, 0)となる点は, (x, y) = (0, 0)のみ. これは束縛条件に反する. よって,束縛条件下で (gx(x, y), gy(x, y)) ,
(0, 0)を満たし,ラグランジュの未定乗数法の仮定を満たす.
ある実数 λ ∈ Rが存在して, f (x, y)の極値をとる点の候補は次の方程式を満たす.

0 = fx(x, y) − λgx(x, y) = 2ax + 2by − 2λx,

0 = fy(x, y) − λgy(x, y) = 2bx + 2cy − 2λy.

これを整理すると, 連立方程式
 a − λ b

b c − λ

  x
y

 = O を満たす. 束縛条件から (x, y) , (0, 0)

を得る. 上の連立方程式が (x, y) = (0, 0) でない解を持つことは, det
 a − λ b

b c − λ

 = 0 である

3 f ( 1√
2
, 1√

2
) = 1√

2
, f (− 1√

2
,− 1√

2
) = − 1√

2
は極値かもしれませんが（それらよりも絶対値の大きい 1や −1をとる値があ

る以上，）最大値・最小値ではありません.
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ことと同値である. よって, λ2 − (a + c)λ + ac − b2 = 0. この 2次方程式の判別式を D とすると,
D = (a + c)2 − 4ac + 4b2 = (a − c)2 + 4b2 > 0であるから,異なる 2つの実数解

λ =
1
2
{(a + c) ±

√
(a − c)2 + 4b2}

を持つ. この 2つの値の小さい方を λ1,大きい方を λ2 とおく. これらは,行列 A :=
 a b

b c

の固有値
である. λ1, λ2 に対応する固有ベクトル v1 =

 x1

y1

, v2 =

 x2

y2

を束縛条件 x2
i + y2

i = 1を満たすよう

に取る (i = 1, 2). (x1, y1), (x2, y2)の 2点が極値をとる点の候補である.
g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0は単純閉曲線を表し, f (x, y) = ax2 + 2bxy + cy2 は連続関数であるから,最大

値・最小値を持ち,それらは極大値・極小値である. 極値をとる候補の点は 2点であるからそれらは
極大値・極小値を与える点である. 固有方程式 Avi = λivi より, axi + byi = λixi, bxi + cyi = λiyi を満た
す. この 2式と x2

i + y2
i = 1より,

f (xi, yi) = ax2
i + 2bxiyi + by2

i = xi(axi + byi) + yi(bxi + cyi) = xiλixi + yiλiyi = λi(x2
i + y2

i ) = λi

より,極小値は

f (x1, y1) = λ1 =
1
2
{(a + c) −

√
(a − c)2 + 4b2},

極大値は

f (x2, y2) = λ2 =
1
2
{(a + c) +

√
(a − c)2 + 4b2}

である. □
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演習問題No.8

担当：新國裕昭

2 多変数関数の積分学（重積分）

2.1 重積分の意味,累次積分を使った 2重積分計算

教科書 p.153の例 3,例 4,問 5を解いた上で，以下の問題を解いて練習してください. 重積分を計
算するときには必ず積分領域を図示するということを心がけましょう. 高校生の時，積分の計算練習
はたくさんしたはずです. 重積分についてもそれと同じくらいたくさん計算練習しましょう. ここに
ある問題の他にも図書館で微分積分学の本を借りて計算練習をしてください.

問題 2.1.1. 次の重積分を計算せよ.

(1) I1 =

∫∫
D

√
xydxdy, D = {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ y ≤ 1, y2 ≤ x ≤ y}.

(2) I2 =

∫∫
D

ex+ydxdy, D = {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤ 1}.

(3) I3 =

∫∫
D

(x + y + 1)dxdy, D = {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x2}.

(4) I4 =

∫∫
D

(x + y)dxdy, D = {(x, y)| y2 ≤ x ≤ y + 2}

(5) I5 =

∫∫
D

x√
x2 + y2

dxdy, D = {(x, y)| 0 ≤ x ≤ y, 1 ≤ y ≤ 4}.

問題 2.1.2. Dを 3直線 y = 0, x = 1, y = π2 xが囲む 3角形とするとき,次の重積分を計算せよ.

I =
∫∫

D
sin ydxdy.

問題 2.1.3. a > 0とし,第一象限における放物線 y2 = ax,円 y2 = ax − x2,直線 x = aが囲む閉領域 D
を考える. このとき,次の 2つの重積分を計算せよ.

I1 =

∫∫
D

(y + y3)dxdy, I2 =

∫∫
D

(x + y)dxdy.

問題 2.1.4. 放物線 x2 = ayと直線 y = 2a − xが囲む閉領域 Dを考える. このとき,次の重積分を計算
せよ.

I1 =

∫∫
D

(x + y)dxdy, I2 =

∫∫
D

(x2 + y2)dxdy.
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◇◇◇確認問題の解答例◇◇◇
問題 2.1.1の解答例 (1) Dは横線領域であるから,

I1 =

∫ 1

0

∫ y

y2

√
xydxdy =

∫ 1

0

[
2
3

x
3
2 y

1
2

]x=y

x=y2

dy =
∫ 1

0

2
3

y
1
2 (y

3
2 − y3)dy

=
2
3

∫ 1

0
(y2 − y

7
2 )dy =

2
3

[
1
3

y3 − 2
9

y
9
2

]1

0
=

2
3

(
1
3
− 2

9

)
=

2
27
.

(2) Dは縦線領域であるから,

I2 =

∫ 1

0

∫ 1

x
ex+ydydx =

∫ 1

0

[
ex+y

]y=1

y=x

dx =
∫ 1

0
(e1+x − e2x)dx

=

[
e1+x − e2x

2

]1

0
=

(
e2 − e2

2

)
−

(
e − 1

2

)
=

e2

2
− e +

1
2
.

(3) Dは縦線領域であるから,

I3 =

∫ 1

0

∫ x2

0
(x + y + 1)dydx =

∫ 1

0

[
xy +

1
2

y2 + y
]y=x2

y=0
dx =

∫ 1

0

(
x3 +

1
2

x4 + x2
)

dx

=

[
1
4

x4 +
1
10

x5 +
1
3

x3
]1

0
=

1
4
+

1
10
+

1
3
=

41
60
.

(4) Dを図示すると, yの動く範囲は −1 ≤ y ≤ 2であることがわかる. つまり, D = {(x, y)| − 1 ≤
y ≤ 2, y2 ≤ x ≤ y + 2} (横線領域)であるので,

I4 =

∫ 2

−1

(∫ y+2

y2
(x + y)dx

)
dy =

∫ 2

−1

[
1
2

x2 + xy
]x=y+2

x=y2

dy =
∫ 2

−1

{
1
2

(y + 2)2 + y(y + 2) − 1
2

y4 − y3
}

dy =
189
20
.

(5) Dは横線領域であるから,

I5 =

∫ 4

1

∫ y

0

x√
x2 + y2

dx

 dy =
∫ 4

1

[ √
x2 + y2

]x=y

x=0
dy =

∫ 4

1
(
√

2 − 1)ydy = (
√

2 − 1)
[
1
2

y2
]4

1
=

15
2

(
√

2 − 1).

□
問題 2.1.2の解答例 D = {(x, y)| 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ π2 x}と縦線集合として表せる. したがって,累
次積分によって次のように計算できる.

I =
∫ 1

0

(∫ π
2 x

0
sin ydy

)
dx =

∫ 1

0

[
− cos y

] π
2 x

0
dx =

∫ 1

0

(
1 − cos

π

2
x
)

dx =
[
x − 2
π

sin
π

2
x
]1

0
= 1 − 2

π
.

□
問題 2.1.3の解答例 2つの重積分の積分領域は D = {(x, y)| 0 ≤ x ≤ a,

√
ax − x2 ≤ y ≤

√
ax}で

ある.
(1)

I1 =

∫ a

0

∫ √
ax

√
ax−x2

(y + y3)dydx =
∫ a

0

[1
2

y2 +
1
4

y4
]√ax
√

ax−x2
dx

=

∫ a

0

−x4 + 2ax3 + 2x2

4
dx =

1
4

[
− 1

5
x5 +

a
2

x4 +
2
3

x3
]a

0
=

1
4

(
−a5

5
+

a5

2
+

2
3

a3
)
=

3
40

a5 +
1
6

a3.
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(2)

I2 =

∫ a

0

∫ √
ax

√
ax−x2

(x + y)dydx =
∫ a

0

[
xy +

1
2

y2
]√ax
√

ax−x2
dx

=

∫ a

0

[
x
√

ax +
1
2

ax − x
√

ax − x2 − 1
2

(ax − x2)
]
dx =

∫ a

0

(√
ax

3
2 − x

√
ax − x2 +

1
2

x2
)

dx

=
[√

a · 2
5

x
5
2 +

1
2
· 1

3
x3

]a

0
−

∫ a

0
x
√

ax − x2dx =
2
5

a3 +
1
6

a3 −
∫ a

0
x
√

ax − x2dx.

∫ a

0
x
√

ax − x2dx =
∫ a

0
x

√
−(x − a

2
)2 +

a2

4
dxを x − a

2 =
a
2 sin θとおいて計算すれば,

∫ a

0
x
√

ax − x2dx =
∫ π

2

− π2

a
2

(1 + sin θ) · a
2

cos θ · a
2

cos θdθ

=
a3

8

∫ π
2

− π2
(1 + sin θ) cos2 θdθ =

a3

8

∫ π
2

− π2
cos2 θdθ +

a3

8

∫ π
2

− π2
sin θ cos2 θdθ

=
a3

4

∫ π
2

0
cos2 θdθ (偶関数・奇関数の性質より)

=
a3

4
· 1

2
· π

2

=
a3

16
π

を得る. よって, I2 =

(
17
30
− π

16

)
a3. □

問題 2.1.4の解答例 与えられた重積分は,縦線集合D = {(x, y) ∈ R2| −2a ≤ x ≤ a, x2

a ≤ y ≤ 2a−x}
における重積分である. よって,累次積分により次のように計算できる.

I1 =

∫ a

−2a

∫ 2a−x

x2/a
(x + y)dydx =

∫ a

−2a

[
xy +

1
2

y2
]2a−x

x2/a
dx =

∫ a

−2a

{
x(2a − x) +

1
2

(2a − x)2 − x3

a
− 1

2
· x4

a2

}
dx

=

∫ a

−2a

(
− x4

2a2 −
x3

a
− x2

2
+ 2a2

)
dx =

[
− x5

10a2 −
x4

4a
− 1

6
x3 + 2a2x

]a

−2a

=

(
− a3

10
− a3

4
− a3

6
+ 2a3

)
−

(
32
5

a3 − 4a3 +
4
3

a3 − 4a3
)
=

a3

12
.

I2 =

∫ a

−2a

∫ 2a−x

x2/a
(x2 + y2)dydx =

∫ a

−2a

[
x2y +

1
3

y3
]2a−x

x2/a
dx

=

∫ a

−2a

{
x2(2a − x) +

(2a − x)3

3
− x4

a
− x6

3a3

}
dx

=

∫ a

−2a

(
− x6

3a3 −
x4

a
− 4x3

3
+ 4ax2 − 4a2x +

8a3

3

)
dx

=
[
− x7

21a3 −
x5

5a
− x4

3
+

4a
3

x3 − 2a2x2 +
8a3

3
x
]a

−2a

=

(
−43

7
− 33

5
+

75
3
+ 6

)
a4 =

2347
105

a4.

□
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演習問題 No.9

担当：新國裕昭

2.2 累次積分の積分順序交換

問題 2.2.1.
∫ 1

x2
xey2

dyが計算できない事に注意して, 2重積分 I =
∫ 1

0

∫ 1

x2
xey2

dydxを求めよ.

問題 2.2.2. f (x, y)を連続関数とする. この時,次の累次積分の順序を交換せよ.

(1)
∫ 2

0

∫ 2x

x2
f (x, y)dydx

(2)
∫ 1

0

∫ √
x

x2
f (x, y)dydx

(3)
∫ 1

0

∫ y2

0
f (x, y)dxdy

(4)
∫ a

0

∫ √
ax−x2

−
√

ax−x2
f (x, y)dydx (aは正定数とする.)

(5)
∫ 1

0

∫ x2

x4
f (x, y)dydx

問題 2.2.3. f (x, y) を連続関数とする. この時, 次の積分を簡単にせよ. （ただし，a は正の定数と
する.） ∫ 3a

2a

∫ a

y−2a
f (x, y)dxdy +

∫ 2a

0

∫ a

0
f (x, y)dxdy +

∫ 0

−a

∫ √a2−y2

0
f (x, y)dxdy.
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◇◇◇確認問題の解答例◇◇◇
問題 2.2.1の解答例 2重積分 I は,縦線集合 D = {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ 1}における 2重
積分である. これは横線集合 D = {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ √y}に書き換えられる. よって,

I =
∫ 1

0

∫ √
y

0
xey2

dxdy =
∫ 1

0

[
1
2

x2ey2

]x=
√

y

x=0
dy =

∫ 1

0

1
2

yey2
dy =

[
1
4

ey2

]1

0
=

1
4

(e − 1).

□
問題 2.2.2の解答例 (1) 積分領域 {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ x ≤ 2, x2 ≤ y ≤ 2x}（縦線集合）は横線集合
{(x, y) ∈ R2| 0 ≤ y ≤ 4, 1

2y ≤ x ≤ √y}に書きかえられるので,∫ 2

0

∫ 2x

x2
f (x, y)dydx =

∫ 4

0

∫ √
y

y
2

f (x, y)dxdy.

(2) 積分領域 {(x, y)| 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤
√

x} (縦線集合)は横線集合 {(x, y)| 0 ≤ y ≤ 1, y2 ≤
x ≤ √y}に書き換えられるので,∫ 1

0

∫ √
x

x2
f (x, y)dydx =

∫ 1

0

∫ √
y

y2
f (x, y)dxdy.

(3) 積分領域 {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ x ≤ y2}（横線集合）は縦線集合

{(x, y) ∈ R2| 0 ≤ x ≤ 1,
√

x ≤ y ≤ 1}

に書き換えられるので, ∫ 1

0

∫ y2

0
f (x, y)dxdy =

∫ 1

0

∫ 1

√
x

f (x, y)dydx.

(4) 積分領域 {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ x ≤ a, −
√

ax − x2 ≤ y ≤
√

ax − x2}（縦線集合）は横線集合

{(x, y) ∈ R2| − a
2
≤ y ≤ a

2
,

a
2
−

√
a2

4
− y2 ≤ x ≤ a

2
+

√
a2

4
− y2}

に書き換えられるので, ∫ a

0

∫ √
ax−x2

−
√

ax−x2
f (x, y)dydx =

∫ a/2

−a/2

∫ a
2+

√
a2
4 −y2

a
2−

√
a2
4 −y2

f (x, y)dxdy.

(5) 積分領域 {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ x4} (縦線領域)は横線集合

D = {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ y ≤ 1, y
1
2 ≤ x ≤ y

1
4 }

に書き換えられる. よって, ∫ 1

0

∫ x2

x4
f (x, y)dydx =

∫ 1

0

∫ y1/4

y1/2
f (x, y)dxdy.

問題 2.2.3の解答例 積分領域は,直線 y = x + 2a, x = 0, x = aおよび円 x2 + y2 = a2 の下側（第 4象
限にある部分）によって囲まれた部分である事がわかる. したがって,与えられた重積分は縦線領域
D = {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ x ≤ a, −

√
a2 − x2 ≤ y ≤ x + 2a}上の積分∫ a

0

∫ x+2a

−
√

a2−x2
f (x, y)dydx

に書き換えられる. □



第 10節『2重積分の変数変換』 24

演習問題 No.10

担当：新國裕昭

2.3 2重積分の変数変換

問題 2.3.1. 次の 2重積分を計算せよ.

(1) I1 =

∫∫
D

1√
x2 + y2 + 1

dxdy, D = {(x, y) ∈ R2| x2 + y2 ≤ 1}.

(2) I2 =

∫∫
D

(x2 + y2)dxdy, D =
{
(x, y) ∈ R2

∣∣∣∣ x2

a2 +
y2

b2 ≤ 1
}

(a, b > 0は定数).

(3) I3 =

∫∫
D

ex2+y2
dxdy, D = {(x, y) ∈ R2| 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4}.

(4) I4 =

∫∫
D

(x + y)2 sin(x − y)dxdy, D = {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ x + y ≤ π, 0 ≤ x − y ≤ π}.

(5) I5 =

∫∫
D

x2y2dxdy, D = {(x, y) ∈ R2| x2 + y2 ≤ ax, y ≥ 0} (a > 0は定数).

(6) I6 =

∫∫
D

√
1 − x2 − y2

1 + x2 + y2 dxdy, Dは半径 1の円の内部.
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◇◇◇確認問題の解答例◇◇◇

問題 2.3.1の解答例 (1) I1 =

∫ 2π

0

∫ 1

0

r
√

1 + r2
drdθ = 2π

[√
1 + r2

]1

0
= 2(
√

2 − 1)π.

(2) x = ar cos θ, y = br sin θと変数変換すると,
∣∣∣∣∂(x,y)
∂(r,θ)

∣∣∣∣ = abrであるから,

I2 =

∫ 2π

0

∫ 1

0
(a2r2 sin2 θ + b2r2 cos2 θ)abrdrdθ =

ab
4

∫ 2π

0
(a2 sin2 θ + b2 cos2 θ)dθ.

ここで, ∫ 2π

0
sin2 θdθ =

∫ 2π

0
sin θ(− cos θ)′dθ = [− sin θ cos θ]2π

0 +

∫ 2π

0
cos2 θdθ =

∫ 2π

0
cos2 θdθ

=

∫ 2π

0
(1 − sin2 θ)dθ = 2π −

∫ 2π

0
sin2 θdθ

より,
∫ 2π

0
sin2 θdθ =

∫ 2π

0
cos2 dθ = πである.従って,

I2 =
π

4
ab(a2 + b2).

(3)

I3 =

∫ 2π

0

∫ 2

1
er2

rdrdθ = 2π
[
1
2

er2

]2

1
= π(e4 − e).

(4) u = x + y, v = x − yと変数変換すると, x = u+v
2 , y = u−v

2 であるから,
∣∣∣∣∂(x,y)
∂(u,v)

∣∣∣∣ = | − 1
2 | =

1
2 . よって,

I4 =

∫ π

0

∫ π

0
u2 sin v

1
2

dudv =
π3

3
.

(5) x = r cos θ, y = r sin θとおくと, E = {(r, θ)| 0 ≤ θ ≤ π2 , 0 ≤ r ≤ a cos θ}が Dに写される. し
たがって,

I5 =

∫ π
2

0

∫ a cos θ

0
r4 cos2 θ sin2 θrdrdθ

=
1
6

a6
∫ π/2

0
cos8 θ sin2 θdθ

=
1
6

a6
(∫ π/2

0
cos8 θdθ −

∫ π/2

0
cos10 θdθ

)
=

1
6

a6
(
7
8
· 5

6
· 3

4
· 1

2
· π

2
− 9

10
· 7

8
· 5

6
· 3

4
· 1

2
· π

2

)
=

7
3072

πa6.

(6) 極座標変換 x = a cos θ, y = r sin θを用いると,

I6 =

∫ 2π

0

∫ 1

0

√
1 − r2

1 + r2 rdrdθ.

r2 = tとおくと,

I6 =
1
2

∫ 2π

0

∫ 1

0

√
1 − t
1 + t

dt =
1
2

∫ 2π

0

∫ 1

0

1 − t
√

1 − t2
dtdθ =

1
2

∫ 2π

0

[
sin−1 t +

√
1 − t2

]1

0
dθ = π

(
π

2
− 1

)
.

□
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演習問題 No.11

担当：新國裕昭

2.4 広義 2重積分

問題 2.4.1. 0 < α < 1, R > 0, D = {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ x2 + y2 ≤ R2}の時,広義 2重積分
∫∫

D

dxdy
(x2 + y2)α

を求めよ.

問題 2.4.2. D = {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ x2 + y2 ≤ 1}の時,広義 2重積分
∫∫

D
log(x2 + y2)dxdyを求めよ

問題 2.4.3. D = {(x, y) ∈ R2| x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1}の時,広義 2重積分
∫∫

D

dxdy√
x2 + y2

を求めよ.

問題 2.4.4. D = {(x, y) ∈ R2| x2 + y2 ≤ 1}の時,広義 2重積分
∫∫

D

dxdy√
1 − x2 − y2

を求めよ.

問題 2.4.5. D = {(x, y) ∈ R2| x2 + y2 ≤ a2, x ≥ 0, y ≥ 0}の時,広義 2重積分∫∫
D

sin−1 y√
x2 + y2

dxdy

を求めよ. (但し, a > 0とする.)

問題 2.4.6. D = {(x, y) ∈ R2| x ≥ 1, y ≥ 1}の時,広義 2重積分
∫∫

D

dxdy
xpyq を求めよ. (但し, p, q ≥ 2

とする. )
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◇◇◇確認問題の解答例◇◇◇
問題 2.4.1の解答例 Dn = {(x, y) ∈ R2| 1

n2 ≤ x2 + y2 ≤ R2}とおくと，{Dn}∞n=1 は Dの近似列である
から， ∫∫

D

dxdy
(x2 + y2)α

= lim
n→∞

∫∫
Dn

dxdy
(x2 + y2)α

= lim
n→∞

∫ 2π

0

∫ R

1/n

1
r2α rdrdθ = 2π lim

n→∞

∫ R

1/n
r1−2αdr

= 2π lim
n→∞

[
r2−2α

2(1 − α)

]R

1/n
=
π

1 − α lim
n→∞

(
R2−2α − 1

n2−2α

)
=
π

1 − αR2−2α.

□
問題 2.4.2の解答例 Dn = {(x, y) ∈ R2| 1

n2 ≤ x2 + y2 ≤ 1}とおくと，{Dn}∞n=1 は Dの近似列である.
よって， ∫∫

D
log(x2 + y2)dxdy = lim

n→∞

∫∫
Dn

log(x2 + y2)dxdy = lim
n→∞

∫ 2π

0

∫ 1

1/n
log(r2) · rdrdθ

= 4π lim
n→∞

∫ 1

1/n
r log rdr = 4π lim

n→∞

(
log n
2n2 −

1
4
+

1
4n2

)
.

（最後の等式は部分積分を用いた.）また，ロピタルの定理より，lim
x→∞

log x
x2 = lim

x→∞

1
x

2x
= 0であるから，

lim
n→∞

log n
n2 = 0. 以上により，

∫∫
D

log(x2 + y2)dxdy = 4π
(
−1

4

)
= −π. □

問題 2.4.3の解答例 Dn = {(x, y) ∈ R2| x ≥ 0, y ≥ 0, 1
n2 ≤ x2 + y2 ≤ 1}とすると，{Dn}∞n=1 は Dの

近似列である. よって，∫∫
D

dxdy√
x2 + y2

= lim
n→∞

∫∫
Dn

dxdy√
x2 + y2

= lim
n→∞

∫ π/2

0

∫ 1

1/n

1
r
· rdrdθ =

π

2
lim
n→∞

(
1 − 1

n

)
=
π

2
.

□
問題 2.4.4の解答例 Dn = {(x, y) ∈ R2| 0 ≤

√
x2 + y2 ≤ 1 − 1

n }とすると, {Dn}∞n=1 は Dの近似列で
ある. よって， ∫∫

D

dxdy√
1 − x2 − y2

= lim
n→∞

∫∫
Dn

dxdy√
1 − x2 − y2

= lim
n→∞

∫ 2π

0

∫ 1− 1
n

0

1
√

1 − r2
rdrdθ

= lim
n→∞

2π
[
−
√

1 − r2
]1− 1

n

0
= lim

n→∞
2π

1 −
√

1 −
(
1 − 1

n

)2
 = 2π.

□
問題 2.4.5の解答例 Dn = {(x, y) ∈ R2| 1

n ≤
√

x2 + y2 ≤ a}とすると, {Dn}∞n=1 は Dの近似列である.
sin−1 sin θ = θであるから,∫∫

D
sin−1 y√

x2 + y2
dxdy = lim

n→∞

∫ π/2

0

∫ a

1/n
θrdrdθ =

π2

8
lim
n→∞

1
2

(a2 − 1
n2 ) =

π2a2

16
.

□
問題 2.4.6の解答例 Dn = {(x, y)|1 ≤ x ≤ n, 1 ≤ y ≤ n}とおくと, {Dn}∞n=1 は Dの近似列である.∫∫

D

dxdy
xpyq = lim

n→∞

∫ n

1

∫ n

1

dxdy
xpyq = lim

n→∞

[ 1
(1 − p)xp−1

]n

1

[ 1
(1 − q)yq−1

]n

1
=

1
(1 − p)(1 − q)

.

□
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演習問題 No.12

担当：新國裕昭

2.5 3重積分

問題 2.5.1. V = {(x, y, z) ∈ R3| 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4, z ≥ 0}とする. この時,空間極座標を用いて,次
の 3重積分を求めよ.

I1 =

∫∫∫
V

dxdydz

(x2 + y2 + z2)
2
3

.

問題 2.5.2. V = {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 + z2 ≤ a2, z ≥ 0}とする. この時,空間極座標を用いて,次の 3
重積分を求めよ.

I2 =

∫∫∫
V

z2dxdydz.

問題 2.5.3. V = {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ z ≤ 4 − x2 − y2}とする. この時，円柱座標を用いて，
次の 3重積分を求めよ.

I3 =

∫∫∫
V

(x2 + y2)dxdydz.

問題 2.5.4. V = {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 + z2 ≤ a2} (a > 0)とする. この時，空間極座標を用いて,次の広
義 3重積分を求めよ.

I4 =

∫∫∫
V

dxdydz√
x2 + y2 + z2

.

問題 2.5.5. I5 =

∫∫∫
R3

x2e−x2−y2−z2
dxdydzを計算せよ.
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◇◇◇確認問題の解答例◇◇◇
問題 2.5.1の解答例 空間極座標 x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θにより，

I1 =

∫ 2π

0

∫ π/2

0

∫ 2

1

1

r
4
3

· r2 sin θdrdθdφ =
∫ 2

1
r

2
3 dr

∫ π
2

0
sin θdθ

∫ 2π

0
dφ = 2π

[
3
5

r
5
3

]2

1
=

6
5
π(2

5
3 − 1).

□
問題 2.5.2の解答例 空間極座標 x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θにより，

I2 =

∫ 2π

0

∫ π
2

0

∫ a

0
r2 cos2 θ · r2 sin θdrdθdφ =

2
5
πa5

∫ π/2

0
sin θ cos2 θdθ =

2
5
πa5

[
1
3

cos3 θ

]π/2
0
=

2
15
πa5.

□
問題 2.5.3 の解答例 x = r cos θ, y = r sin θ, z = z と変数変換すると，(r, θ, z) の定義域は Ṽ =
{(r, θ, z)| 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ 4 − r2}である. よって，

I3 =

∫ 2π

0

∫ 2

0

∫ 4−r2

0
r3dzdrdθ = 2π

∫ 2

0
r3(4 − r2)dr = 2π

∫ 2

0
(4r3 − r5)dr =

32
3
π.

□
問題 2.5.4の解答例 Vn = {(x, y, z) ∈ R3| 1

n2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ a2}とおくと， {Vn}∞n=1 は V の近似増
大列である. 従って，

I4 = lim
n→∞

∫∫∫
Vn

dxdydz√
x2 + y2 + z2

= lim
n→∞

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ a

1
n

1
r
· r2 sin θdrdθdφ = lim

n→∞
4π

[
1
2

r2
]a

1/n
= 2πa2.

□
問題 2.5.5の解答例 Vn = {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 + z2 ≤ n2}とおくと， {Vn}∞n=1 は R3 の近似増大列

である. 従って，

I5 = lim
n→∞

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ n

0
r2 sin2 θ cos2 φe−r2

r2 sin θdrdθdφ = lim
n→∞

∫ π

0
sin3 θdθ

∫ 2π

0
cos2 φdφ

∫ n

0
r4e−r2

dr

= lim
n→∞

4
3
· π ·

([
− 1

2
r3e−r2]n

0
+

3
2

∫ n

0
r2e−r2

dr
)
= lim

n→∞

4
3
π ·

(
3
2

[
− r

2
e−r2]n

0
+

3
4

∫ n

0
e−r2

dr
)

= lim
n→∞

4
3
π · 3

4
·
∫ n

0
e−r2

dr =
4
3
π · 3

4
·
√
π

2
=

√
π3

2
. (教科書 162ページの例題 4参照.)

□
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微分積分学 II演習問題 No.13

担当：新國裕昭

2.6 重積分の応用

　
第 13節では,重積分と面積・体積・曲面積の関係について学びます.
(1) 有界集合 D ⊂ R2 の面積 |D|は

|D| =
∫∫

D
dxdy

で与えられる.
(2) 有界集合 G ⊂ R3 の体積 |G|は

|G| =
∫∫∫

G
dxdydz

で与えられる.
(3) 領域 Dにおける C1 級関数 z = f (x, y)が定める曲面

S = {(x, y, f (x, y)) ∈ R3| (x, y) ∈ D}

の曲面積 |S |は
|S | =

∫∫
D

√
1 + ( fx(x, y))2 + ( fy(x, y))2dxdy

で与えられる.
以上を踏まえたうえで,いくつか例題を見てみることにします.

例題 2.6.1. 2つの円柱の共通部分 V = {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 ≤ a2, x2 + z2 ≤ a2} ( a > 0 )の体積を
求めよ.

解答例 V = {(x, y, z) ∈ R3| −
√

a2 − x2 ≤ y ≤
√

a2 − x2, −
√

a2 − x2 ≤ z ≤
√

a2 − x2, 0 ≤ x ≤ a}と x
に関する単純な領域に書き表すことが出来るので,

|V | =
∫∫∫

V
dzdydx =

∫ a

0

∫ √
a2−x2

−
√

a2−x2

∫ √
a2−x2

−
√

a2−x2
dzdydx

=

∫ a

0

∫ √
a2−x2

−
√

a2−x2
2
√

a2 − x2dydx = 4
∫ a

−a
(a2 − x2)dx = 8

∫ a

0
(a2 − x2)dx

= 8
[
a2x − 1

3
x3

]a

0
= 8

(
a3 − a3

3

)
=

16
3

a3.

□
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例題 2.6.2. 球面 x2 + y2 + z2 = a2 の x ≥ b ( 0 < b < aとする )の部分の曲面積を求めよ.

S = {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 + z2 = a2, z ≥ b}とおく. 球 x2 + y2 + z2 = a2 の z = bでの切り口は円
x2 + y2 = a2 − b2 の内部

D = {(x, y) ∈ R2| x2 + y2 ≤ a2 − b2}

である. z2 = a2 − x2 − y2, z ≥ b > 0より, z = f (x, y) =
√

a2 − x2 − y2.

|S | =
∫∫

D

√
1 + z2

x + z2
ydxdy

=

∫∫
D

√√
1 +

1
2

−2x√
a2 − x2 − y2

2

+

1
2

−2y√
a2 − x2 − y2

2

dxdy

=

∫∫
D

√
1 +

x2 + y2

a2 − x2 − y2 dxdy

=

∫∫
D

√
a2

a2 − x2 − y2 dxdy.

x = r cos θ, y = r sin θと変数変換すると, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤
√

a2 − b2 であるから,

|S | = a
∫ 2π

0

∫ √
a2−b2

0

1
√

a2 − r2
rdrdθ = 2πa

[
−
√

a2 − r2
]√a2−b2

0
= 2πa(a − b).

□

◆◆◆確認問題◆◆◆

問題 2.6.3. 円柱座標を用いて，V = {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 ≥ 1, 0 ≤ z ≤
√

x2 + y2}の体積を求めよ.

問題 2.6.4. V =
{

(x, y, z) ∈ R3

∣∣∣∣∣∣ ( x
a

)2
+

(y
b

)2
+

( z
c

)2
≤ 1

}
(a, b, c > 0)の体積を求めよ.

問題 2.6.5. z = x2 + y2 と平面 z = 1で囲まれた部分 V の体積を求めよ.
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◇◇◇確認問題の解答例◇◇◇
問題 2.6.3の解答例 円柱座標 x = r cos θ, y = r sin θ, z = zに変換すると，(r, θ, z)の定義域は

Ṽ = {(r, θ, z)| 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ r}

である. 従って，

|V | =
∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ r

0
rdzdrdθ = 2π

∫ 1

0
r2dr =

[
2π
3

r3
]1

0
=

2π
3
.

□
問題 2.6.4の解答例 x = ar sin θ cosφ, y = br sin θ sinφ, z = cr cos θと変数変換をすると，∣∣∣∣∣∂(x, y, z)

∂(r, θ, φ)

∣∣∣∣∣ = abcr2 sin θ

である. よって，

|V | =
∫ 2π

0

∫ π

0

∫ 1

0
abcr2 sin θdrdθdφ =

1
3

abc · 2π · 2 = 4π
3

abc.

□
問題 2.6.5の解答例 V を z軸に水平な平面 z = zで切ると，その切り口は半径

√
zの円

D = {(x, y) ∈ R2| x2 + y2 ≤ z}

である.Dの面積は |D| = πzであるから，

|V | =
∫ 1

0

(∫∫
D

dxdy
)

dz =
∫ 1

0
πzdz =

π

2
.

□


