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1 xy平面内の直線 y = 1 − 2xと 曲線 y = 1 − x2 の囲む領域を D とし, 連続関数 f (x, y) に対して I =∫∫
D

f (x, y)dxdyとおく.このとき,以下の問いに答えよ.

(1) Dを xy平面内に図示し, y = 1− 2xと y = 1− x2の共有点の座標を求めよ.
(2) I を縦線領域上の積分として表しなさい.
(3) I を横線領域上の積分として表しなさい.
(4) f (x, y) = xyのときの重積分 I の値を計算せよ.
解答例 (1) 1− 2x = 1 − x2 を解けば, x = 0,2を得る. y = 1 − 2xに代入すれば, 共有点の座標は (x, y) =

(0,1), (2,−3)であることがわかる. Dの図は図 Aの緑色の部分の領域である.

(2)図Aから D = {(x, y)| 0 ≤ x ≤ 2, 1−2x ≤ y ≤ 1− x2}と読み取れるので, I =
∫ 2

0

∫ 1−x2

1−2x
f (x, y)dydxである.

(3)図 Aから D = {(x, y)| − 3 ≤ y ≤ 1, 1−y
2 ≤ x ≤

√
1− y}と読み取れるので, I =

∫ 1

−3

∫ √1−y

1−y
2

f (x, y)dxdyで

ある.
(4)縦線領域上の積分として計算をしてみると,

I =
∫ 2

0

∫ 1−x2

1−2x
xydydx=

∫ 2

0

[
xy2

2

]1−x2

1−2x

dx=
∫ 2

0

{
x(1− x2)2

2
− x(1− 2x)2

2

}
dx=

1
2

∫ 2

0
(x5 − 6x3 + 4x2)dx

=
1
2

[
x6

6
− 3x4

2
+

4x3

3

]2

0

=
1
2

(
32
3
− 24+

32
3

)
=

1
2
×

(
−8

3

)
= −4

3
.

図 A
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2 重積分 I =
∫ 1

0

∫ π
2

sin−1 √y

x
sinx

dxdyについて,以下の問いに答えよ.

(1) I の積分領域を図示しなさい.
(2) I の積分順序を交換せよ.
(3) I の値を計算せよ.
解答例 (1) I の積分領域を Dとすると, D = {(x, y)| 0 ≤ y ≤ 1, sin−1 √y ≤ x ≤ π2}となる. sin−1 √y = xは曲

線 sinx =
√

y,すなわち, y = sin2 xを意味する.このことに注意すれば, Dは図の緑の領域となることがわかる.

図 B

(2) (1)の図を参考にすれば, I =
∫ π

2

0

∫ sin2 x

0

x
sinx

dydxと順序交換される.

(3) (2)の続きとして計算すればよいので,

I =
∫ π

2

0
xsinxdx= [−xcosx]

π
2
0 −

∫ π
2

0
(− cosx)dx= 1.

�
注 y = sin2 xのグラフは 2乗しているから絶対にマイナスにはならないのに,グラフが第 3・第 4象限に食い

込んでいる答案が多かったです.よく観察をしましょう.

3 D = {(x, y)| 2 ≤ x+ y ≤ 2
√

3, 0 ≤ x− 3y ≤ π2}とするとき,重積分 I =
∫∫

D

sin3(x− 3y)
4+ (x+ y)2

dxdyの値を計算

せよ.
解答例 u = x + y, v = x − 3yとおくと, x = 3u+v

4 , y = u−v
4 であるから, (x, y) の (u, v) に関するヤコビアンは,

∂(x, y)
∂(u, v)

= det

 3
4

1
4

1
4 −

1
4

 = −1
4
となる.よって,

I =
∫ π

2

0

∫ 2
√

3

2

sin3 v
4+ u2

·
∣∣∣∣∣−1

4

∣∣∣∣∣ dudv=
1
4

[
1
2

tan−1 u
2

]2
√

3

2

∫ π
2

0
sinv(1− cos2 v)dv

=
1
8

(tan−1
√

3− tan−1 1)

[− cosv]
π
2
0 +

[
cos3 v

3

] π
2

0

 = 1
8

(
π

3
− π

4

) (
1− 1

3

)
=

1
8
× π

12
× 2

3
=
π

144
.

�

注
∫ π

2

0
sin3 vdvの計算は教科書 88ページの公式を使えばもっと楽に計算できる.上の解答例はその公式を忘

れてしまった人用の解答例です.



微分積分学 II 　期末テスト（2017年 1月 25日） 2枚目

学籍番号　　　　　　　　　　　　 氏名　　　　　　　　　　　　　　

4 (1) a,b > 0を定数とし, D = {(x, y)| x ≥ 0, y ≥ 0, x2

a2 +
y2

b2 ≥ 1}とするとき,広義重積分

I =
∫∫

D

x

(1+ x2

a2 +
y2

b2 )2
dxdy

の値を求めよ.
(2) a, b > 0を定数とし, D = {(x, y)| x2

a2 +
y2

b2 ≤ 1} とする. f (x, y) = log
(

x2

a2 +
y2

b2

)
+ log

(
1− x2

a2 − y2

b2

)
に対して,

I =
∫ ∫

D
f (x, y)dxdyの値を求めよ. なお,途中計算で lim

r→+0
r2 log r など 0× ∞型の不定形の極限の計算が出てく

ることに注意せよ.
解答例 (1)楕円型極座標 x = ar cosθ, y = br sinθを考えると, (r, θ)は 1 ≤ r, 0 ≤ θ ≤ π2 を動く. ヤコビアンの

abrも考慮して,

I = a2b
∫ π/2

0

∫ ∞

1

r2 cosθ
(1+ r2)2

drdθ = a2b
∫ ∞

1

r2

(1+ r2)2
dr = −a2b

2

∫ ∞

1
r

(
1

1+ r2

)′
dr

= −a2b
2

{[ r
1+ r2

]∞
1
−

∫ ∞

1

1
1+ r2

dr

}
= −a2b

2

{
−1

2
− [tan−1 r]∞1

}
= −a2b

2

(
−1

2
− π

4

)
=

a2b
4

(
1+
π

2

)
.

(2) I1 =
∫∫

D
log

(
x2

a2 +
y2

b2

)
dxdy, I2 =

∫∫
D

log
(
1− x2

a2 − y2

b2

)
dxdyとおく. 楕円型極座標 x = ar cosθ, y = br sinθ と

おくと,

I1 =

∫ 2π

0

∫ 1

0
log r2 · abrdrdθ = 4πab

∫ 1

0
r log rdr = 2πab

∫ 1

0
(r2)′ log rdr = 2πab

([
r2 log r

]1

0
−

∫ 1

0
r21

r
dr

)
= 2πab

(
− lim

r→+0
r2 log r − 1

2

)
= 2πab

− lim
r→+0

1
r

−2 1
r3

− 1
2

 = 2πab

(
− lim

r→+0

−r2

2
− 1

2

)
= −πab.

(最後から 3つ目の等式において,ロピタルの定理を用いた.)また,

I2 =

∫ 2π

0

∫ 1

0
log(1− r2) · abrdrdθ = πab

∫ 1

0
(r2 − 1)′ log(1− r2)dr

= πab

([
(r2 − 1) log(1− r2)

]1

0
−

∫ 1

0
(r2 − 1)

−2r
1− r2

dr

)
= πab

 lim
r→1−0

log(1− r2)
1

r2−1

− [r2]1
0


= πab

 lim
r→1−0

−2r
1−r2

−2r
(r2−1)2

− 1


= πab

(
lim

r→1−0
(1− r2) − 1

)
= −πab.

(最後から 3つ目の等式において,ロピタルの定理を用いた.)よって, I = −2πab.



5 a > 0を定数とし, G = {(x, y, z)| x2 + y2 + z2 ≤ a2, x ≤ 0, y ≤ 0, z ≤ 0} とおく. x = r sinθ cosϕ,

y = r sinθ sinϕ, z= r cosθと変換することにより,重積分 I =
∫∫∫

G
x2ydxdydzの値を求めよ.

解答例 x = r sinθ cosϕ, y = r sinθ sinϕ, z = r cosθ と変換すると, r, θ, ϕ はそれぞれ 0 ≤ r ≤ a, π2 ≤ θ ≤ π,
π ≤ ϕ ≤ 3

2πの範囲を動く.ヤコビアン r2 sinθも考慮して I を計算すると,

I =
∫ π

3π
2

∫ π

π
2

∫ a

0
(r sinθ cosϕ)2 · r sinθ sinϕ × r2 sinθdrdθdϕ

=

∫ 3π
2

π

∫ π

π
2

∫ a

0
r5 sin4 θ cos2 ϕ sinϕdrdθdϕ

=
a6

6

∫ π

π
2

sin4 θdθ
∫ 3

2π

π

cos2 ϕ sinϕdϕ

となる.後者の積分は ∫ 3
2π

π

cos2ϕ sinϕdϕ =

[
−cos3ϕ

3

] 3
2π

π

= −1
3

である.次に前者の積分を計算しよう. θ = π2 + t変換するとき, sinθ = costであるので,∫ π

π
2

sin4 θdθ =
∫ π

2

0
cos4 tdt =

3
4
· 1

2
· π

2
=

3
16
π.

従って, I =
a6

6
× 3

16
π ×

(
−1

3

)
= − π

96
a6. �


